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rész I
Folyadékok fizikai és mechanikai
sajatossagai

Bevezetés

A fejezet megismertet azokkal az alapismeretekkel, amelyeket az anyag késébbi
részében targyalunk. Nagyon fontos a fejezetben 1évé definiciok, valamint a
felhasznalt és Gsszefoglalt (f6leg ismétlésként) matematikai eszkGzrendszer meg-
értése és elsajatitasa. A fejezet lehatarolja a targyalt témakort, bemutatja az
adramlastan miveléséhez sziikséges alapismereteket, igy az dramlo kozegek leg-
fontosabb sajatsigait, az dramlési jelenségek leirdsanak modjat és dsszefoglalja
az alkalmazandé matematikai modszereket.

Mindjart itt a tananyag elején sziikséges egy dltalanos alapelv lefektetése. A
tananyagban talalhato fliggvények folytonosnak és legalabb 1-szer derivalhato-
nak tekintettek, ezért lazdbban kezelhetSek. Esetiikben tehat alkalmazhatjuk
az un. laza” jelolést a differencidlegyenletekre (pl. lehetséges a dx-el vald egy-
szertsités).

A differencidlhényados szokésos matematikai értelmezése egy differenciél-
hato y = y(z) fliggvény egy rogzitett pontjaban:

A d /
limAaHoA—i = é =y =tana (1)
ahol Ay a Ax novekményhez tartozoé fliggvényérték megvaltozas, « az érinté
irdnytangense a rogzitett pontban (a pozitiv x tengelytsl meérve). A miszaki

gyakorlatban szokasos a g—z kifejezés egy masik értelmezése, a kovetkezsk szerint:

limAmﬂoi—i =y =tana = j—i (2)
Az utébbi felirds (1. Osszefiiggés) a latszattal ellentétben kiilonbozik az
eloz6 felirastol (2. Osszefiiggés). Az utobbi hatarérték altal rogzitett érintd
irdnytangense két végesen kicsi, Osszetartozd dy és dx érték hanyadosaval is
kifejezhets. A végesen kicsi azt jelenti, hogy ezek az értékek a gorbét érintd
egyenes egy olyan kis szakaszanak vetiiletei, ami mar megfelelGen kozeliti az
y = y(x) figgvényt az adott pont kornyezetében. A tovabbiakban tehat igy
értelmezziik a dy és dx differencidlokat, melyeknek a hanyadosa, szorzata stb.
is értelmezett [Lajos, 2008]. Ezen értelmezés a fent elmondottakat megismételve
altalaban akkor tehet$ meg, ha a vizsgalt fiiggvények folytonosak és minimum
egyszer differencidlhatoak.
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1. abra. Deformécio szilard test és folyadékréteg esetében [Lajos, 2008, nyoman|

’ Szilard test T~y
~ . - d
Folyadék - Newtoni T egyenesen aranyosd—zd
Folyadék - Nem newtoni | 7 nem linealis fiiggvénye 5!

sziiltségt sl

1. A folyadékok és a szilard anyagok osszehason-
litasa
1.1. A szilard test és a folyadék deformaéacibdja

Csusztatofesziiltség (feliilettel parhuzamos, egységnyi feliiletre hato erd) (1 = F/A).
Szilard anyagok: A szogdeformacio aranyos a csusztatofesziiltséggel (egyenes
ardny) (7 ~ 7). A szilard test  szogre beéll az F er§ hatasara (szemléltets

példa: szivacs, radirgumi)
Folyadék: Nem lesz konstans deforméaci6é, hanem a szégdeformécié sebesség

(‘fi—z) lesz aranyos a Tcsusztatofesziiltséggel.
Folyadék: Newtoni folyadék (a cstsztatofesziiltség egyenes aranyos a defor-
maciosebességgel) és nem Newtoni kozegek (a csusztatofesziiltségtol nem linea-

risan fiigg a deformaciosebesség)
A tapadas torvénye: Szilard fallal érintkezs folyadék sebessége kozvetleniil a

falnal megegyezik a fal sebességével

1.2. Newton viszkozitasi térvénye

Az x irdnyba mozg6 folyadékrészek az y koordinata szerint kiilonb6zé sebesség-
gel aramlanak. Két részecske egyméshoz képesti relativ mozgasat szemlélve a
kovetkezs Osszefiiggés irhato fel.

dt - 4= - dy

dy = a (3)



folyadékfelszin <
o t=0
O t=dt
X t=2-dt
VX=u vx + dvx/dy-dy dt-dvx/dy-dy
(;— ................. :><
: ;; g dyE;7
............. X o
VX dy

vx=0

2. abra. A folyadékrészek sebességmegoszlasa a nyirdfesziiltség jelenlétében.

dt  dt-dy  dy
Az egyszeriisités a dt-vel és a dy-al azért teheté meg, mert feltételezziik,
hogy a vizsgalt fiiggvények folytonosak.

A el6z6 képlet alapjan felirhatdo Newton viszkozitési torvénye a kovetkezd-
képpen:

dry dvy
TR TR (5)

amely szerint a Newtoni folyadék esetében a nyiréfesziiltség és a deformécio-
sebesség kozott linearis Osszefliggés van. A 7, indexei koziil az els6 a vizsgalt
sik normalisanak irdnya, amelyben a csisztatofesziiltség hat. A masodik pedig
hato er6 irdnya.

A Newton-felé viszkozitdsi torvényt koveti a viz és a levegd , mint a Foldon
leggyakrabban el6fordulo folyadékok. Az olaj, a porok és a festékek nem ilyenek,
ezek tehat az un. Nem newtoni folyadékok kozé tartozik.

A szilard testek és a folyadékok kozott azonban nem olyan éles a hatér.
Geologiai léptékid id6tényezs figyelembevételével mar a szilard testek esetében
is tapasztalhato egy mértéki bizonyos deformécio (pl. geolégiai rétegek gytirs-
dése).

2. Folyadékok tulajdonsagai

2.1. Stirtiség

A folyadékok stirtisége a tomeg (m) per térfogat (V) inkrementélis részeinek
hanyadossal definiadlhato:
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NN ©
ahol, a térfogat elegendGen, de nem tul kicsi (molekuldk méretétdl nagyobb). A
folyadékoknak azon tulajdonsiga, amely kdzvetlen kapcsolatban van a strtiség-
gel a fajsuly.

V== =p9 (7)

<3

mértékegysége [N/m?].

Sokszor hasznéljak a specifikus (fajlagos) siriség fogalmat is ahol, a viz
stirtiségéhez hasonlitjak az adott anyag stirtségét [Potter et al., 2012].

Az idealis folyadékot homogénnek tekintjiik és stirtiségét a modellezett va-
losagos folyadék siirtiségével vessziik azonosnak, ami legtobbszor a hely és az
id6 figgvénye. A strilség egy skalar, amit a p = p(z,v, 2,t) skalartér (mint 4
valtozo fiiggvény) jellemez [Lajos, 2008].

2.2. Viszkozitasi tényezsk

A Newton-féle viszkozitasi torvény p aranyossagi tényezdje, amelynek nagysaga
a folyadék tulajdonségaitol fligg, a dinamikus viszkozitési tényezs. Azt hivatott
kifejezni, hogy egységnyi deforméciosebesség elGallitasdhoz mekkora csuszatofe-
sziiltségre van szilikség. Mértékegysége a kovetkezs:

ka1

I .

[ = dv, | T2 T s
dy m

m

A miiszaki gyakorlatban egy maésik viszkozitasi paramétert, mint kinemati-
kus viszkozitdsi tényezét(v = p/p), amely a dinamikus viszkozitasi tényezd és
a stirtiség hanyadosa is definidlnak. A kinematikus viszkozitasi tényezs beveze-
tésére azért van sziikség, mert a folyadékok (pl. a viz és a levegs) dinamikus
viszkozitasi tényezGje tobb nagysagrenddel eltér egymastél, mig a kinematikus
mar hasonlé nagysagrendbe esik igy egyszertibbek az atszamitésok.

A newton-féle viszkozitasi torvénybdl levonhatod egyéb kovetkeztetések:

— A folyadékok nyugvo allapotban tapasztalhaté strlodéasa zérus.

— A folyadék nyirofesziiltség hatasara idébe folyamatosan deforméalodik (igy
a nyugvo folyadékban tartésan nem tarthaté fenn nyirofesziiltseég).

— A folyadékok (amelyek Newton viszkozitasi torvénye szerint viselkednek)
tetszoleges mértékben deforméalhatok belss szerkezetiik megvaltozéasa nél-
kiil.
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2.3. Kompresszibilitas

Minden folyadék kompresszalodik, ha a nyomés ndvekszik és ez az Osszenyo-
modas a térfogat cstkkenésben és a stirtiség névekedésben jelenik meg. A nyo-
masvaltozas és a térfogatvaltozas kozotti Osszefiiggést a kompresszzids (térfogati
rugalmassdgi) modulussal (vagy més néven elasztikus modulusszal) adjuk meg
(4llandé h&mérsékleten):

Ap

B— 1 _ i Ap | Ap Ap
T AvSo AVIV = Aggo Ap/p r

.TVT:[).ET (8)

A térfogati rugalmassagi modulus mértékegysége a nyoméaséval azonos. A
negativ elGjel azért kellett, mert a nyomésvaltozas és a térfogatvéaltozas min-
dig ellenkez§ elGjeld [Haszpra, 2002]. Példaként a viz térfogati rugalmassagi
modulusa 2150 M Pa (15 Celsius fokon) vagy mésképpen a viz 1%-os térfogat-
valtozasdhoz 21,5 M Pa nyomasvéltozas sziikséges. Az elbbiek miatt a viz, és
a cseppfolyés halmazéllapotu folyadékok altaldban, a gyakorlat szempontjabol
Osszenyomhatatlannak tekinthetSk. A levegd esetében a térfogati rugalmasséigi
modulus 1atm(10° Pa) vagyis a gézokra altaldban a giz nyoméasa. A gazok ese-
tében ha a vizsgalt folyamatban a gaz térfogatvaltozasa 3%-alatti a gaz Ossze-
nyomhatatlan folyadékként kezelhetS (ez az Osszenyomhatatlansag a levegdnél
100 m/s sebesség alatt altalaban elfogadhato) [Potter et al., 2012].

2.4. Feliileti fesziiltség

A molekuldk kozotti vonzoers kivetkezménye. Altalaban a folyadékban jon létre
annak a hataran (folyadék-gaz hatérfeliileten legtobbszor) [Potter et al., 2012].
A folyadéktér belsejében elhelyezkedd vizmolekuldk és a szomszédos molekulak
k6z6tt un. molekularis vonzas hat (3. abra). Ennek hatasgémbje nagyon kis
sugart. A minden oldalrdl azonosan hato kohézids ersk kiegyenlitik egymaést.
A feliileten elhelyezkeds molekulakra viszont ez az erShatés féloldalas, amely-
nek ereddje a folyadék belseje felé mutat. Emiatt a folyadék felszine rugalmas
hartyaként viselkedik, amely a lehet legkisebbre igyekszik 6sszehiizodni.

A folyadékfelszin alakjaban is manifesztalodik jelenség és a folyadék mole-
kulai kozotti kohézios erd és a folyadék és a szilard felszin kozotti adhézios erd
viszonyanak ereddjeként jon létre A folyadékok felszine a tapasztalat szerint
altalaban nem merdélegesen érintkezik a tartéedény falaval, hanem valamilyen
szoget zar be. E jelenség azzal magyarazhato, hogy a tartéedény falanal a fo-
lyadékmolekulakra a kohézios- és a sulyerén kiviil a folyadék és a szilard fal
kozotti adhézios (tapadési) erd is hat. A folyadék felszine e harom erd ereddjére
lesz merdleges [Szalay, 1963]. Ha az adhézios erd nagyobb, mint a kohézios erd
vizszintes Osszetev(je, akkor az eredd a szilard fal felé mutat, a folyadék felszine
homor lesz. Amikor az adhézios erd kisebb, mint a kohézios erd vizszintes kom-
ponense, akkor az ered6 a folyadéktér felé mutat, a folyadék széle domboru. Az
elébbi az un. nedvesitd, az utoébbi pedig nem nedvesitd folyadék. A klasszikus
példa szerint: az iiveggel érintkez6 viz nedvesits, a higany pedig nem nedvesité
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Feliileti
réteg

4. dbra. Nedvesits és nem nedvesits folyadék szélének erSegyensulya. [Kucsara
et al., 2014]

moédon viselkedik. A folyadék feliiletének a szilard tartoedény feliiletével bezart
érintkezési szoge illeszkedési szognek nevezhetd.

2.5. Halmazallapotok

Az allapotvaltozasokat mutato dbran egy dugattyuval lezart hengerben géz van.
A henger térfogatanak és a hengerben 1év6 g6z tomegének hanyadosaként meg-
hatdrozhat6 az tn. fajtérfogat (v[m3/kg]), ennek reciproka pedig a stirtiség
(p = 1/vlkg/m?)).

Kiilonbozs allandé hémérsekleti értéke mellett (izotermak) az adott kozeget
Osszenyomva, a fajtérfogat és a nyomas Osszefiiggését vizsgalva haromféle hal-
mazéallapottal rendelkez6 teriiletet kiilonithetlink el (a kozeg légnemd [jobbral,
a légnemt és a cseppfolyos [kozépen], valamint cseppfolyds [balra] halmazalla-
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atmeneti
p (Pa) zbéna

pkrit

v (m’/kg)

p
Hécseréls T=allandd E

5. abra. Gazok, gézok, cseppfolyos kozegek [Lajos, 2008, nyomén)]

potéanak megfeleléen). A halmazallapotokat hatérold gorbék valasztjak el (az
izotermak itt tornek), amelyek egy an. kritikus pontban taldlkoznak. Ebben a
kritikus pontban egyszerre van jelen a cseppfolyds és a légnemi halmazallapoti
kozeg.

Létezik egy olyan, az adott kozegtdl fiiggd kritikus hdmérséklet, amelynél
magasabb hémérsékleten nem lehet a légnemi halmazallapotu kdzeget cseppfo-
lydssa tenni.

A kozéps6 zonaban a gz telitett, és ez a telitett géz a térfogat valtozasra
halmazéllapot és nem nyomasvaltozéassal reagal. A jobb oldali hatarolé gorbétsl
még jobbra, a gorbétsl tavolabb gdz-rol beszéliink (a hémérséklet itt joval na-
gyobb mint a kritikus), a gorbe kizelében pedig tilhevitett g&zrél [Lajos, 2008].

2.6. A gaztorvény

A gazokra jo kozelitéssel a gaztorvény érvényes (idedlis gazokra).

p-v=R-T (9)

ahol: R = R,/M az adott kiozeg géazallandoja, amely az R, univerzalis
gazallandé és az M moltomeg hanyadosaként szamithato.

Az 5. abra kozépss részén, a CS + L jelolési teriileten az izotermak viz-
szintesek, tehat egy adott hémérséklethez (T') egy adott telitett géznyomas (p,)
tartozik. Ha ezeket az Osszetartozd nyomés és hémérséklet értékeket egy gra-
fikonra felhordjuk, akkor az un. tenzidgdérbét kapjuk. A gorbe alapjan megal-
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lapithat6, hogy kisebb hémérsékleten is kialakulhat gézfazis, vagyis a folyadék
g6zzé alakulhat, forrasba johet, ha az adott kozeg nyomaéasa lecsokken (pl. ala-
csony nyomadson a viz 100 Celsius foknal kisebb h&mérsékleten is forrasbha jon
a magasabb térszineken). A forrast gézbuborékok képzdése kiséri, amelyek
nagyobb nyomaés hatasara 6sszeroppanhatnak, azt a jelenséget nevezziik kavitd-
cionak. A kavitacié roncsol6 hatassal bir, amely pl. szivattyuk tonkremenetelét,
hajocsavarok megrongalodéasat okozhatja[Lajos, 2008].

2.7. A termodinamikai els§ torvénye

Az 6sszenyomhatatlan folyadékok esetében a termodinamika elsé torvénye kii-
16n6s fontosséggal bir. A torvény szerint, amikor egy fix folyadékmennyiséggel
biré rendszer egy 1-essel jelolt dllapotbdl egy 2-essel jelolt allapotba keriil, akkor
a kornyezetével valo energiacsere miatt az energiatartalma is E;-rél Es-re val-
tozik. Ez az energia transzfer altalaban hGcsere vagy munka forméjéban jelenik
meg. Ha a rendszerhez érkez6 hét (Qq_2) és a rendszer altal végzett munkat
(W1_2) tekintjiik pozitivnak, akkor a termodinamika elsg fGtétele a kovetkezd-
képpen irhatoé:

Qi2—Wi2=F— E (10)

Az F energia itt az Osszes energiat jelképezi, ami lehet mozgasi (m - VTZ),
potencialis (m - g- z) és belsé (m - 4), ahol az & az egységnyi tOmegre vonatkozo
bels6 energia.

Egy izolalt rendszerben, amely kornyezetével termodinamikailag nincs kap-
csolatban, Fy = E5. Az el6bbi egyenlet tulajdonképpen az energiamegmaradés
tétele.

Az 10. egyenlet munka tagja egy a rendszer hatarain mikods F' er6, amely [
tavolsdgon hat. Ha az er§ nyomésbol szarmazik a kovetkezs Gsszefiiggés adodik
a munkara[Potter et al., 2012]:

W1—2=/F-dl:/p-A-dl=/p-dV (11)

2.8. Entalpia

Osszenyomhato folyadékok esetében néha hasznos olyan termodinamikai mennyi-
ségek definidlasa, ami méas mennyiségek kombinaciojabol all els. Egy ilyen tu-
lajdonsag, amit entalpia-nak neveziink|[Potter et al., 2012]:

H=m-u+p-V (12)
i

h=1u+= 13

P (13)
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2.9. Fajhd, egyéb termikus sajatsagok

Egy maésik hasznos termodinamikai mennyiség a rendszerek termikus sajatsa-
gainak jellemzésére (entalpia vagy bels energia valtozas szamitéséra) a fajhd,
amelynek létezik konstans nyomaésra (c,) és konstans térfogatra (c,) vonatkozo
valtozata:

Ah = /cp-dT (14)

A = /cv -dT (15)

A viz fajlagos hokapacitésa (fajhdje), — az a h6mennyiség, amely tomegegysé-
gének homeérsékletét 1 Kelvin fokkal emeli —, viszonylag nagy. Normal légkori
nyomason és 20°C-on 4187 J/kgK.

Az anyag halmazallapot-valtozasa héfelvétellel, illetve héleadassal jar egyiitt.
A fluidumok koziil az egyik leggyakoribbat a vizet példaként kiemelve, olvadas-
nél a jégbdl viz keletkezik, az anyagi szerkezet megvaltozik, amelyhez 333,85
kJ/kg energiamennyiség sziikséges, s amelyet olvaddshének neveziink. A viz
megfagyasakor ugyanennyi energia, un. fagydshd szabadul fel. A cseppfolyos
viz. molekulai k6zotti Gsszetartd erdk feloldasédhoz, a vizg6zzé alakulashoz még
nagyobb energia sziikséges. A viz pdrolgdshdje 2449,76kJ/kg [Stelczer, 2000].
Ennek oka a molekulaszerkezettel magyarazhaté, amelybdl a molekulék kilépé-
séhez a hidrogénkotések miatt nagyobb energia sziikséges. A légkorbdl torténd
kicsapodaskor ugyanekkora kondenzdcioshd keletkezik. A halmazallapotot valto
anyag energiaszintjének novekedésével jaro folyamatokat endotermnek, a csok-
kenéssel jarokat exotermnek nevezziik.

2.10. Légnemii és cseppfolyds halmazallapoti k6zegek 6ssze-
hasonlitasa

A légnemd és cseppfolyds halmazallapotu kozegek kozotti legfontosabb kiilonb-
ségek Osszefoglalasa az 3. tabldzatban talalhatd meg.

2.11. A valésagos és idealis folyadék 6sszehasonlitasa

A valosagos folyadékok egyszertisitett modellezésére bevezették az idedlis folya-
dék fogalmat. Az ideélis folyadék és a valosagos folyadék alapvets jellemzGinek
Osszehasonlitasa a 5. tablazatban lathato.

2.12. Nyomas

Nyugvé folyadékban a nyomas értéke megegyezik az egységnyi feliiletre (A) hatd
erd (F) abszolat értékével:

L AR
T AAS0 AA

p (16)
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\ Kozeg Légnemt Cseppfolyos
Ershatas (F) és F kicsi, mivel F nagy, mivel
tavolsag (1) az 1=210-d,, l2d,
alkotorészek
(molekulak
[atmeérdsjik d,,])
kozott
A viszkozités az alkotorészek az alkotorészek
forrasa iitkdzése okozta kozotti vonzoerd
impulzuscsere
A viszkozitéas pozitiv negativ
hémeérsékletfiiggése (hémérséklet (hémeérséklet
emelkedés - emelkedés -
viszkozitas viszkozitas
novekedés) csokkeneés)
A viszkozitas nem jellemzd nem jellemzd
nyomésfiiggése
Nyomasnovekedés nagy, a kicsi (pl. viz 1000
hatasa a térfogatvaltozas a bar
térfogatvaltozasra strtiségvaltozéassal nyomaéasndvekedés
ardnyos (adott 5%-
T-n) térfogatcsokkenés)

3. tablazat. Légnemt és cseppfolyos halmazéllapot Gsszevetése

Valésagos folyadék \ Ideélis folyadék

molekularis szerkezetd homogén (kontinuum)

Osszenyomhato (p # konstans) | Osszenyomhatatlan (p = konstans)

surlodasos (p # 0) strlédasmentes (p = 0)

5. tablazat. Valosagos és ideédlis folyadék Osszevetése
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6. dbra. A Lagrange-féle szubsztanciélis modszer szemléltetése [Haszpra, 1989,
nyoman)|

mértékegysége [N/m?] vagy [Pa). A nyomés akkor vehets pozitivnak, ha
az er a feliiletbe befelé mutat. A nyomads irannyal nem jellemezhets skaléris
mennyiség, tehat a p = p(z, vy, 2, t) skalartér (mint 4 valtozos fliggvény) jellemzi.

2.13. Aramlasi sebesség

A folyadékoknél az egyes folyadékrészek helyét a kezdeti idépillanathoz tartozo
helyzetiiket (rp)alapul véve az id§ fiiggvényében adhatjuk meg.

7 =T(To,t) = T(x0, Yo, 20, t) (17)

Az adott folyadékrész sebességét és gyorsulaséat a helyvektor (7) id6 szerinti
els6 és mésodik differencidlja adja meg rogzitett Fomellett:

or O
o T a2
Az el6bbi felirast Lagrange-féle felirasi modnak nevezziik, de mivel ez a fo-
lyadékok esetében nehézkesnek mutatkozott, ezért kevésbé hasznalt.
Az elterjedtebb, un. Fuler-féle felirasi mod a folyadékrész sebességét a hely
és az id¢6 fiiggvényében adja meg:

(18)

v =

v = o(7,t) (19)

Az el6bbiek szerint a sebességtér, tehat egy wvektor-vektor fiiggvénnyel un.
vektortérreladhat6 meg, ahol mind a fiiggd, mind a fliggetlen valtozo vektor. Mi-
vel az aramléasok jelentds részénél az idofiiggést sokszor elhanyagolhatjuk (staci-
oner aramlasok) az Euler-féle felirasi mod esetében a fiiggetlen véaltozok szama
haromra cs6kkenthets (a ¢ eltiinése miatt) [Lajos, 2008].
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rész 11

Folytonossag tétele

Bevezetés

A fejezetben megismerkediink a vektor és skalarterek miveleteivel, beszéliink az
aramlésok idofiiggeésérdl és az dramlés jellemzd vonalairél. Az el6bbi ismeretek
birtokaban levezetjiik a folytonossagi egyenletet altalanossagban. A levezetett
Osszefiiggést aramcsére alkalmazva megvizsgaljuk azokat az egyszertsitési lehe-
téségeket, amelyekkel egyszertibb, gyakorlati feladatok megoldasara is alkalmas
egyszertbb alakjait megkaphatjuk.

3. Skalar és vektorterek miiveletei

3.1. Gradiens

A skalar-vektor fliggveény skaldrtér-et ad, vagyis a tér egy adott pontjahoz (ame-
lyet 7 helyvektorral jellemezhetiink) egy skalart rendel. Skalartereket (pl. sti-
riiség, nyomas mint skalar) szintfeliiletekkel, szintvonalakkal jellemezziik. A
gradiens a skalartér derivaltja, amely vektorteret ad, amely csak 7-t&l fiigg, dr
iranyatol nem [Haszpra, 1989]. Tulajdonsagai:

Skalartérbdl vektorteret csinal,

— A skaldrmennyiség novekedésének irdnyaba mutat (A legrohamosabb val-
tozds irdnyéval parhuzamos),

Ott a legnagyobb, ahol a valtozas és annak rohamossaga a legnagyobb,

Meréleges a szintfeliiletekre, szintvonalakra,

— A maximum felé tart ( gradiens altal kijellt vonalon haladva a maximum-
hoz jutunk).

Jellemezze a p(x, y, z) skalartér (mint stirtiség) a vizsgalt térfogatot, akkor ennek
gradiens-e a kovetkezo:

dp Jp 0O
gradp) = (2.5, (20)

3.2. Divergencia

A sebességvektor a hely és az id§ fiiggvénye, igy egy un. vektor-vektor fiigg-
vénnyel (vektortéttel irhato le), amely a tér egy pontjdhoz (egy adott ids-
pillanatban egy vektort rendel). A vektortér definidlhaté a vektorkomponen-
sekkel (sebességnél vy, v,,v,), vagyis harom skalartérrel: v, = vz(x,vy,2,1),
vy = vy(z,y,2,t), v, = v, (2,9, 2, t).
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A vektor-vektor fiiggvény derivaltja tenzormennyiség (deri’udlttenzor—nak,ﬁ
is hivjuk), dr iranyatol fliggetlen:

dv = =
—=D...dv=D-dr 21
e dv dr (21)

a dv differencial azonban ennek ismerte nélkiil vektorialisan is kifejezhets:
dv =dvg -i+dvy - j+dv, - k (22)
ahol, mivel v, (7), vy(F) és v, (7) skalar-vektor fiiggvények, irhato:

ov Oy Ovg

dv, = grad(v,) - dF = a—; -dm+a—y-dy+g~dz
_ Ov ov v
dv, = grad(vy) - df = 8;! -dx—|—87; -dy+aizy-dz
v, v, v,
dv, = grad(v,) - dr = a—q; ~dr + 8—1; -dy + 81; -dz (23)
A fenti egyenlet a kivetkezdképpen is irhato:
Ovg Ovg vy
% oy o5 da i
do=| %= Gr G2 |.|dy | =D-dr (24)
v, v, v, dz

ox oy 0z
A D derivdltterzor elemeibdl két nevezetes mennyiség képezhets, a diver-
gencia és a rotacié [Haszpra, 1989)].
A dervialttenzor elsg skalar invariansa a divergencia:

v, vy 8vz> (25)

div(v) = < dx’ Ay’ Bz

A divergencia tobbletkiaramlast jelol. Divergencidja csak vektornak van.

3.3. Rotacid

A derivaltttenzor (mésodik) invaridnsa a rotdcid. A rotacié a forgéassal van
kapcsolatban. Ha a vektorteret elkezdem forgatni a viszonyitési alak altalaban
mas lesz, a rot(v) viszont nem valtozik a koordinata-rendszer forgatasaval.

i j k
= 1o} 1o} 0

’I“Ot(’l)) = Dz é)iy R (26)
Vg Uy Vy
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4. Az aramlas jellemz6 vonalai, aramlasok idé6-
fliggése

4.1. Permanens, nem permanens aramlasok

A folyadékmozgasok két nagy csoportra oszthatok: a permanens (stacioner vagy
idé6tdl fiiggetlen) és a nem permanens (instacioner vagy id6tdl fiiggs) aramla-
sokra.

Permanens aramlasban a sebesség, a nyomaés, a strtiség és a homérséklet
(mint legjellemzbb paraméterek) az id6tdl fiiggetlen, csak a helytdl fiigg, tehét
a jelenség az id6ben nem valtozik (v = 0(7), p = p(7), p = p(7), T = T(7)). A
permanens aramlés kiilonleges esete a homogén aramlés, ahol a stirtiség még a
helytél sem fiigg.

Nem permanens dramlasban a sebesség, vagy a nyomas vagy a stiriség, vagy
a homérséklet vagy esetleg minden paraméter (ill. ezek kombinécidi) fiigg az
id6t6l (bar a helytsl nem sziikségszertien), tehat az idében valtozo jelenséggel
van dolgunk [Haszpra, 1989)].

A nem permanens dramlés bizonyos esetekben a koordindta rendszer meg-
valasztésaval stacionariussa tehetd (pl. tavon mozgd csénak a partrol ill. a
csonakbol szemlélve). A transzforméciot altaldban az abszolut rendszerbol, a
relativ (egylitt mozgo) rendszerbe torténd attéréssel tessziik meg [Lajos, 2008].

4.2. Palya, aramvonal, nyomvonal és folyékony vonal

A pdlya vagy dramldsi vonal egy meghatarozott pontszerd folyadékrész altal
befutott vonal vagy méasként az egymast kovetd pillanatokban a folyadékrész el-
foglalt helyeit 6sszekoté gorbe. Erintjének iranyat valamely pontjaban a vizs-
galt folyadékrész athaladasanak pillanataban érvényesilé sebességvektor adja
(7. &bra [ gorbe).

Az dgramvonal az dramlas pillanatnyi sebességeloszlasara érintslegesen illesz-
ked§ vonal, tehat olyan gorbe, amelyet minden pontjaban érint a sebességvektor:
v x d5 = 0, ahol ds az dramvonal elemi hossztsagt szakaszat jellemz& vektor
(7. abra g gorbe). Az dramvonal ugy is felfoghat6, mint egy adott pillanatban
a sebességvektorok burkologdrbéje.

A nyomwvonal a tér egy meghatarozott pontjan egymés utan athalado folya-
dékrészek Osszessége altal egy adott iddpillanatban kirajzolt gorbe (pl. a vizfo-
lyasba egy ponton beeresztett festékesik, vagy egy kéménybdl kilépd fiistzaszlo,
ha pontszertinek vehets a kémeény kiomlényilasa (7. abra m gorbék).

Az id6tdl fliggetlen (permanens, stacioner) dramlas esetén a palya, az dram-
vonal és a nyomvonal egybeesnek.

A folyékony vonal kivalasztott folyadékrészecske sor altal alkotott vonal,
amely helyzetét és alakjat a folyadékrészek mozgasa szerint valtoztatja (7. abra
f gorbék) [Haszpra, 2002].

Egy kijelolt vonalra illeszked6 aramvonalak alkotjék az dramfelilet-et, ame-
lyeket a sebességvektorok érintenek, ezért az aramfeliileten nincs ataramlés.
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g (dramvonal
toid6pontban)

mz
(nyomvonal
tzidépontban)

fo (folyékony vonal
toid6pontban)

7. abra. Az aramlas jellemzd vonalai [Haszpra, 1989, nyoman|

Minden olyan az aramlésba helyezett feliilet (pl. szilard testek feliilete) aramfe-
lilletnek tekinthetd, amelyen nincs atdramlas. Amennyiben az dramvonalak egy
zart gorbére illeszkednek, akkor egy specidlis, cs§ alaka aramfeliiletet hoznak
létre, amelyet dramcsé-nek neveziink [Lajos, 2008].

5. Folytonossagi tétel

5.1. Folytonossagi tétele altalanos megfogalmazasa

A folytonossagi tétel (az aramlés folytonossdga) az anyagmegmaradés (ponto-
sabban a tomegmegmaradas) torvényét fejezi ki. Mas megfogalmazésban folya-
dék nem tiinik el és nem keletkezik. Mivel az a helyet, ahol a folyadék keletkezik,
forrdsnak hivjuk, azt pedig ahol eltiinik, nyeldnek (vagy negativ forrasnak), te-
hat akkor folytonos az aramlas ha a térben nincs forras és nincs nyeld.

A forrast az éltala produkalt tomeghozammal lehet jellemezni, amely pont-
szert forras estében a kévetkezd forrdsintenzitds-t adja:Gy (kg/s). Amennyi-
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o < 90° (kidramlas
pvdA pozitiv)

a > 90° (bearamlas
pvdA negativ)

8. dbra. Az anyagmegmaradis szempontjabol vizsgalt zart feliilet [Haszpra,
1989, nyoman]|

ben a tér minden pontjaban keletkezik folyadék forraseloszlasrol beszéliink, ezt
a fajlagos forrdshozammal, més néven a forrdssiriség-gel lehet jellemezni. A
forrasstirtség tehat a hely és az id6 fliggvényében adja meg a keletkezs folyadék-
tomeget (idGegységre és térfogategységre vonatkoztatva) a vizsgalt pont elemi
kornyezetében: gy (kg/(m?-s)). A forrdseloszlas lehet vonalmenti vagy feliileti
is, ilyen esetben a forrasstiriiség az egységhosszra vagy egységfeliiletre vonatkoz-
tatott hozam.

Mivel az aramlas akkor folytonos, ha a forrdshozam zérus a kovetkezGkben
ezt az esetet vizsgéaljuk részletesebben. Vegyiink egy tetszdleges V' térfogatot
(amelyben sem forras, sem nyel$ nincsen), amelyet korbevevs zart feliilet (A)
elemi, kis darabkdjan keresztiil aramlo tomeg (g,,) a kovetkezSképpen szamit-
hato:

Gm=p-0-dA (27)

ahol: p a vizsgalt folyadék strtsége, v az aramlo folyadék sebessége, dA
a feliiletelem vektor, amelynek iranya a feliilet normaélisanak iranyaval egyezik
meg. Ha a v és dA vektorok irdnya 90 °-nal kisebb szdget zar be, akkor a
skalarszorzat tulajdonsigai szerint a fenti 27. egyenlet pozitiv értéket ad, ha a
bezart szog 90 °-nal nagyobb, az érték negativ.

Ha a 27. egyenlet ¢, tomegaraméat a A feliileten integréljuk a t&bbletki-
aramlast kapjuk:

/p-@-d[l (28)
A

A tobbletkidramlas, mivel nincs az adott térfogatban forras vagy nyeld, a
térrészben 1évg folyadékrész strtségvaltozasabol adodhat (pl. egy izz6 melegiti
a térrész belsejében lévs folyadékot, ami striségestkkenést okoz):
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e e ——— ] T_"""_—"_"'
t t+dt
P —— A A+ dA —_—— P
p p+dp
N R ———— — _
ds

9. abra. A folytonossig feltétele egy aramcsészakaszban [Haszpra, 1989, nyo-
man]

/p@dA:/%%v (29)
A \%

Az 29. egyenlet a folytonossagi egyenlet integral alakja, amelyre a Gauss-
Osztrogradszkijalkalmazva a feliileti integral térfogativéa alakithato.

/dw(p-@)dv:/p-@-m:/%dv (30)
14

v A
A 30. egyenlet térfogara vonatkozo integraljai mar Osszeadhatoak, ezért egy

oldalra rendezhetdek.
0
/ <a§ + div(p - @)) dv =0 (31)
1%

Az 31. integral csak akkor lehet zérus, tetszéleges V' integrélési tartomény
mellett, ha maga az integrandusz is zérus, ezért adodik:

op . N
En +div(p-0) =0 (32)

A 32. egyenlet a kontinuitasi egyenlet tétel differencidlegyenlet alakja.

5.2. A folytonossag tétele &ramcs6ben

A folytonossag feltételét egy ds hosszusigu A keresztmetszetd dramcsGszakaszra
irjuk fel, amelynek keresztmetszete az idében valtozhat (9. abra).

Tegyiik fel, hogy a ds szakaszon ¢, (kg/(m-s)) hosszmenti forraseloszlas van
(vagyis ennyi viz aramlik az adott szakaszon az dramcs6hoz, ami a vizfolyas két
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szomszédos dramvonala kozotti cs§). Ennek a forraseloszlasnak a ds szakaszon
termelt hozama (kg/s): ¢, - ds részben tarozodik, vagyis a ds szakaszban foglalt
tomeg megvaltozasat eredményezi dt id6 alatt (itt ds rogzitettnek tekinthetd):

d(p-A)

. d 33
Er s (33)
részben az aramcsében érkezé tobbletet adja:
d(p-Q)
—=.d 34
P s (34)

A két részt osszevonva a hozamra adodik:

d(p-A) d(p-Q)
ot rds + 0s

A ds taggal leegyszertisitve kapjuk a vonalmenti forasstirtséget:

2(p-4) _0(r-Q)
ot T os

Amennyiben az dramcsd példaul folyé vagy csatorna medre, a vonalmenti
forras,

Gm - ds = - ds (35)

dm = (36)

— ha pozitiv jelenthet esét, felszini hozzafolyast vagy talajviz beszivargast;

— ha negativ, akkor talajvizbe valé kiszivargéast (pl. folyoémenti katsor mi-
att), felszini elfolyast vagy parolgast.

Ha ilyen tobblet, kiils6 betaplalas nincs, az aramcsébeli aramlés folytonossaga-

nak feltétele: 9 ( A) 0 ( Q)
P P) _
o s Y -

A fenti képlet tovabb egyszeriisithets ha a folyadék a vizsgélt koriillmények
kozott 0sszenyomhatatlannak vehetd:

9A  0Q
o os

0 (38)

Ezzel az Osszefliggéssel szamithaté a szabadfelszint vizfolyasokon levonuld
természetes vagy mesterséges drhullamok szintjének véltozésa, ha a vizsgélt viz-
folyasszakaszon méar jelentGsebb betaplalas nem jelentkezik.

Ha az aramlas permanens, vagy az dramcsé fala merev a kovetkezs Ossze-
fiiggés adédik:% = 0, ha még ezenfeliil a folyadék Osszenyomhatatlansaga is
fennall az egyenlet tovabb egyszertsodik:

9Q _,

s (39)
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V1

10. abra. A folytonossag szemléltetése merev falti dramcsében [Haszpra, 2002,
nyoman)|

5.3. Folytonossagi tétel permanens dramlasra

Az adramlas folytonossaga (kontinuitasa) permanens (idében allandé) viszonyok
kozott és merev fala aramcsében, a folyadék 6sszenyomhatatlansagat feltételezve
tehat azt jelenti, hogy az egyes szelvényekben azonos vizhozam folyik keresztiil,
tehat a folyadék sem nem keletkezik, sem nem tiinik el. Az el6bbi 39. Gsszefliggés
egyszerd forméaban csévezetékekben torténs aramlas szamitasanél hasznalatos a
kovetkezképpen:

Q = konstans = Ajvg1 = Agvps = ... = AnUkn (40)

ahol wvg1, v, ...v5, az adott Aj, As,...A, szelvények kozépsebessége. Az
Osszefiiggést a 10. abra illusztralja.
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rész II1
Az Euler egyenlet és a Bernoulli
egyenlet

Bevezetés

A fejezetben Osszefiiggést keresiink a folyadék gyorsuldsa és a gyorsulast létre-
hoz er6k kozott, igy levezetve az aramlastan egyik legismertebb alapegyenle-
tét az Euler-egyenletet. Az Euler-egyenlet integralasaval létrehozott Bernoulli-
egyenlettel foglalkozunk a fejezet masodik részben. Ez utobbi Osszefiiggés kii-
16n6sen jol hasznalhato szamos gyakorlatban el6fordulé miiszaki feladat megol-
dasahoz.

6. Az Euler egyenlet

6.1. A folyadékrész lokalis és konvektiv gyorsulasa

A folyadékrészek gyorsulasanak vizsgalata el6késziti a kozegrészek mozgésat le-
ir6 egyenlet, az Euler-egyenlet targyalasat.

Vegylink egy sebességteret (0 = o(7,¢)) a harom sebességkomponenst leiro
skalartérrel:

Uy = Uz (2, Y, 2, 1) vy = vy, y, 2, 1) . ov, = v(2, Y, 2, t) (41)

Egy folyadékrész skalartérrel leirhato jellemzGjének (pl. a sebesség vy, vy,
vagy v, komponense) egységnyi idére vonatkozd megvaltozasat a lokalis (az
adott helyen értelmezett és az id6 mulasa a megvéltozas oka [sebesség, mint
jellemz8 esetén ez a lokdlis gyorsulds]) és konvektiv (az aramlas miatt beko-
vetkez$ megvaltozas, egy méasik pontba jutva megvaltozik a jellemz6 [sebesség,
mint jellemz§ esetén ez a konvektiv gyorsulds]) megvaltozas Osszegeként a ko-
vetkez6képpen irhatjuk fel z irdnyban.

d;; = 68'0;7 + v - gradv, (42)

Az elobbi (42) Osszefiiggés a folyadékrész x irdnyt sebességkomponensének
az egységnyi id§ alatt bekovetkezd megvaltozésat, azaz z irdnya gyorsulasét
fejezi ki (a jobb oldali els6 tag a lokalis a masodik a konvektiv gyorsulas). A v,
és v, sebességkomponensekre hasonld Osszefiiggés irhaté fel. A méasodik tag két
vektoranak skaléris szorzatat kifejtve és a harom térbeli dimenziét figyelembe
véve a kovetkezs adodik.
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dvz:%+Ux'8vx+vy.6vm+vz'8’vx

ddt Bdt adx ady adz
avy __ OUy . Oy . Oy . Ovy
@ — ot TV gy TV gy TV G (43)

dv, __ Ov . Ov . Ov . Ov
= ot TVx gy TV Gy tUa G

Az elgbbi (43) egyenletrendszer alapjan (felismerve az azonossagokat) a fo-
lyadékrész gyorsuldsara a kovetkezd vektoregyenlet hozhato létre:

dv 0v =
@ -t (44)

A folyadékrész gyorsulasa tehat két részbdl tevédik Ossze, a lokdlis % és a
konvektiv D - & gyorsulasbol.

A lokalis gyorsulas abban az esetben jelentkezik, ha a sebességtér az id6t6l
is fiigg, azaz az aramlas nem permanens (instacionérius).

A konvektiv gyorsulas viszont nincs kapcsolatban az dramlas id6fiiggésével,
értéke mind permanens, mind nem permanens aramlés esetében lehet zérustol
kiilonb6z6. Masként megfogalmazva, konvektiv gyorsulds akkor létezik, ha fo-
lyadéktérben a sebesség nagysaga és/vagy irdnya az dramlas irdnyaban valtozik.

A konvektiv gyorsulasra vonatkozo tagot fejezziik ki gy, hogy a D derival-
tenzort felbontjuk (kivonjuk és hozzaadjuk a transzponéltjat):

akm:f)m:f)T@Jr(f)—f)T)-@ (45)

Vizsgaljuk meg el6szor az el6bbi (45) kifejezés jobb oldalanak elss tagjat
[Lajos, 2008].

9:  9: 0% vz s Vrt g Uy Jr%'”2(46)
9(vs) I(vy) 0(vz)
Ty L. 8(11:)210(?)3)218(?5)2 :l.gmd(yy (47)
2] a2 ooy, o |2
2 T ~a8: T o

Mivel a (D - DT) -dF kifejezés értéke rot(v) x dr-el egyenld, ezért a (D - DT)-
dv = rot(v) x v = —0 X rot(v) ként is felirhato. A két sebességvektor egymas
melletti voltat elkeriilendd lett megvaltoztatva a vektorok sorrendje, de evvel az
elgjel is megvéltozott.

A levezetett tagok alapjan a kovetkez6t kapjuk a folyadékrész gyorsulasara
(vektorialis alakban kifejezve):

do v v _
il + gradg — 0 X rot(v) (48)
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p+dpldy-dy
p
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ﬁ .
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\ gy
dz L""-- \
y
dx
dy
X

11. abra. Elemei folyadékrész abrazolasa a surloédasmentes kdzegben ra haté
fesziiltségekkel. [Lajos, 2008, nyoman]|

6.2. Az Euler egyenlet levezetése

Alkalmazzuk Newton II. torvényét surlodasmentes kozegre.

A 11. abran az aramlasi térben 1év$ elemi folyadékrész lathato dx, dy és
dz élhosszakkal. Vegyiik az elemi folyadékrészre hato y tengellyel parhuzamos
erdket és Newton II. torvénye értelmében tegyiik ezeket egyenlévé az elemi tomeg
y irdnya mozgasmennyiségének id6 szerinti megvaltozasaval (d/dt(m - v)).

Az elemi folyadékrészre kétféle eré hathat:

— az egyik a folyadékrész feliiletén jelentkezs fesziiltségekbdl szarmazik (a
feliileten jelentkezd fesziiltségek lehetnek a feliiletre merdleges erét okozo
huzofesziiltségek [surlodasmentes kozegben ez egyenls a nyomaés ellentet-
jével, o, = —p], illetve a feliilettel parhuzamos cstsztatofesziiltségek [sar-
lodasmentes kozegben ez nem jelentkezik]),

— a masik az erGtérben lévs folyadékrész tomegére hatd térerGsség révén
keletkezik (az elemi tomeg és a térerdsség vektor szorzataként hatérozzuk
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meg), lehet térerd (pl. nehézségi ers) [Haszpra, 2002].

Els6ként hatarozzuk meg a nyomdsbol szdirmazo erdt, y tengellyel parhuzamos.
Ez a dx és dz hosszuséagu élekkel hatarolt elemi oldalfeliileteken (y = 0 és y+dy)
keletkezd erdk kiilonbségeként irhato fel.

dp dp
F —=p.dr-ds— hid vde -dz = —2£ . dx - du - 4
dF,, =p-dz-dz (p+ 9y dy) dz - dz 3y dr - dy-dz (49)

A térerdsségbdl szarmazo erd, y irdnyu komponense a kévetkezdképpen fejez-
hetd ki a tomeg és a térerGsség vektor y iranyd komponensével (g,):

dF, ., =p-dz-dy-dz- g, (50)

Az el6bbi két er6 ereddje lesz egyenls tehéat az elemi folyadékrész y irdanya
mozgasmennyiségének id§ szerinti megvaltozasaval (vagyis a tomeg és a gyorsu-
las szorzataval):

dvy

p~dx-dy-dz-ﬁ:p-dx~dy-dz-gy—@

dy
Ha mindkeét oldalt elosztjuk ez elemi folyadékrész témegével (p-dx - dy - dz),
akkor az egységnyi tOmegre vonatkozo Osszefiiggést kapjuk:

cdx - dy - dz (51)

dvy 1 9dp
— =gy — — = 52
Az el6bbi egyenlet az y komponensre vonatkozik, de hasonlé 6sszefiiggést ka-
punk az x és a z tengely irdnydban is. A harom tengely irdnyéban vett kompo-
nensegyenletet az egységvektorokkal (i, j és k) végigszorozva, és az egyenleteket

Osszeadva az FEuler-egyenlet vektorialis alakjat kapjuk.

dv 1

5. d 53

a9, e (p) (53)
Az egyenlet bal oldalan a lokalis és konvektiv tagokat kifejtve a kovetkezs

adodik (Euler-egyenlet Lamb-Gromeko-féle alakja [Haszpra, 1989)):

o 2 1
8;:: + grad% — U xrot(v) =g — p - grad(p) (54)
Korabbi ismereteink figyelembevételével felirhatd az Euler-egyenlet z, y és z
irdnyd komponensegyenlet formajaban is:

681]; + %v; Sy + vy <y +%U; “U,

Ovy Ovy . v .
ot T ox Vot 3y Uy T U:

v ov ov ov
ot T ox V=t gy Uy tH7 U2

NS
8
|

Lo (55)

|
o o
N <
[
DI=D =D =
Q|
<

A miiszaki gyakorlatban, az dramlasok matematikai meghatarozasara célja-
bol, az Euler-egyenlet harom komponensegyenlete és a folytonossag tétele mel-
lett), hogy az dramléasi tér vy, vy, v, és p ismeretleneit kiszamitsuk (ha a hatar és
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kezdeti feltételek is adottak) [Haszpra, 1989]. A surlodasmentesség feltételezése
mellett, akkor tudjuk a valésdgot jol kozeliteni, ha az aramlés nyugvd térbsl
szarmazik és a falak kozelében gyorsul (igy a fal mellett 1év$ hatarréteg vékony
marad és nem valik le) [Lajos, 2008].

7. A Bernoulli-egyenlet

7.1. A Bernoulli-egyenlet altalanos alakja és egyszertisi-
tése

Az Euler-egyenletet az aramlasi tér két pontjat 6sszekotd vonal mentén (hely
szerint) integralva a Bernoulli-egyenlet-et kapjuk, amelynek altalanos alakja a
kovetkezé:

2 2

2 2 2
/—U d§+/gradv—-d§—/vxr0t / /f grad(p) - ds
0 2 p
1 1 1

1 1
17 111

(56)
Az egyenlet segitségével lehetGvé valik, hogy az dramlasi tér két pontjaban
lévs dramlasi paraméterek kozott kapcsolatot teremtsiink.
A 56. egyenlet meglehet&sen bonyolult, a gyakorlatban valé alkalmazhato-
sdga miatt célszertd egyszertibb alakra hozni. Nézziik a tovabbiakban, hogy a
rémai szamokkal jelolt egyes tagja, hogyan egyszerfisithet(’iek.

— Az egyenlet 1. jeli tagja zérus, ha a at = 0, vagyis ha az aramlés id6allo
(stacionarius).

2
v

— A IL jeld integral a ff gmd% -ds = 2;”? alakra hozhaté.

— A IIL jelii tag szamitasa altalaban problémaés ezért toreksziink a zérussa té-
telére (kiilonGsen ha az egyenletet olyan aramlasokban akarjuk alkalmazni,
amelynek pontos sebességeloszlasat nem ismerjiik). Igazabol a vegyes szor-
zat zérus volta a Bernoulli-egyenlet alkalmazhatosagénak is feltétele. A
feltételek fontosségi sorrendben a kiovetkezéek:

— vl||ds, azaz dramvonalon integralunk,
— rot(v) = 0, azaz az dramlés potencidlos (6rvénymentes),
— rot(v)||ds, azaz drvényvonalon integralunk,

— ds a v és a rot(v) vektor altal kifeszitett sikba esik (méasképp ha
a vizsgalt két pont elemi vagy véges adram és Orvényvonalszakaszok
egymasutanjaval kothets Ossze)

Két trivialis eset:

— v =0, vagyis all6 folyadéktérben,

31



— ds =0, vagyis a két pont egybeesik,
Egy nem realizalhat6 eset:

— T||rot(v) ez a © x rot(D) - d3 vegyesszorzatot ugyan zérussa tenneé,
de analitikus formédban megadhat6 &dramlasokra ez nem lehetséges,
mivel azokban v sziikségképpen merdleges rot(v)-re [Haszpra, 1989).

— A 1V.jeli tag a II. integralhoz hasonléan atalakithatd, ha a g er6tér poten-
ciadlos. Ebben az esetben a § = —grad(U) helyettesitéssel és az integralas
elvégzésevel —(Uy — Uy) adodik. U a Fold nehézségi eréterének poten-
cidlja, ami felfelé mutaté z koordinata esetében U = G- z Osszefiiggéssel
fejezhetd ki.

— Az V. tagban alland¢ stiriiség (p = konst) esetben a f&g(p)—t kell integ-
rélni, aminek eredménye a —222E% [Lajos, 2008].

7.1.1. A Bernoulli-egyenlet felirva a potencialokra

Amennyiben a Bernoulli-egyenletet kivanjuk hasznélni célszerti feltenni a ko-
vetkez§ kérdéseket: 1d6allo (stacionarius) -e az aramlas? Ha nem létezik -e
olyan koordinata-rendszer (pl. a vizsgalt folyadékrésszel egylitt mozgo), ame-
lyet hasznalva id6éallova tehet6? Potencidlos -e az dramlas, ha nem lehetséges
-e dramvonal mentén integralni? Az erétér potencialos -e? Alland6 -e a stiri-
ség? Szerencsére a legtobb miszaki probléma esetében: Az adramlas stacionérius
(vagy rovid iddére azzal kozelithetd, ill. azza tehets). Lehetséges az aramvonal
mentén integralni. A Fold nehézségi erGtere, ami potencialos, az er6tér. A st-
riiség pedig allando (vagy kozel allandoként kezelhets) [Lajos, 2008]. Az elgbbi
feltételek fennallasa esetén a Bernoulli-egyenlet a kovetkezs egyszertisitett alak-
ban irhat6 fel a potencialokra.

vl ﬁ I P2

S U=+ (57)

A 57. egyenlet szerint a Benoulli-Gsszeg egy aramvonal mentén allando.
7.1.2. A Bernoulli-egyenlet felirva a nyomasokra, a statikus, a dina-
mikus és az 6ssznyomas értelmezése

A 57. osszefiiggés a nyomasra is felirhato:

Lottpitp-g-z=budaptpg (58)

Ha a vizsgalt 1-es és 2-es pontok azonos potencidllal rendelkeznek (azonos

nivésikon vannak z; = 25) és torloponti dramlasrol van szo (a 2-es pont a tor-

lopont, ahol a sebesség zérus [vy = 0]), akkor az egyenlet a kovetkezs format
olti:
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p=allandd

Ve torlépont (t)

pt

12. dbra. A statikus, a dinamikus és az Gssznyomas értelmezése [Lajos, 2008,
nyoman]

gvf +p1=p2 (59)

ahol, v1 = v az dramlé kozeg sebessége a torlopont el6tt (jelentds tavolsag-
ban) a zavartalan dramlasban (ezt a sebességet tartalmazo tag képviseli az 4n
dinamikus nyomast (£v2), amely a torlépontban zérusra csdkken); a p; = poc
az un. statikus nyomas az araml6 kézegben mérhets a torlépont elétt a zavar-
talan dramlésban; ps = psss. az 0ssznyomads, amely a torlépontban mérhets és
amely a dinamikus és a statikus nyomas Gsszege (12. abra).

7.1.3. A Bernoulli-egyenlet hossz-dimenziéban felirva

,,,,,

Harmadik valtozatként a vizépitési hidraulikiban alkalmazott formaja a Bernoulli-
egyenletnek, amely hossz dimenziéban felirva értelmezhets.

,02
bt a =+ (60)
. . .g p.g

A 60. Osszefiiggés grafikusan is megjelenithetd (mivel hosszegységekben fe-
jezi ki az egyes tagokat) egy aramcsére felirva (13. &bra). Az l-es és 2-es
pontokat a 13. abran az A ésB bettik jelolik.

A Bernoulli-egyenlet, tehat az idedlis folyadék permanens &ramlésira vo-
natkozéan az daramlas dinamikai egyensulyat hatarozza meg energetikai alapon.
Az el6bbi feliras szerinti Bernoulli-egyenlet tagjai hossz dimenzidval birnak, de
val6jaban az egységnyi stlyu viztestre vonatkoztatott fajlagos energiatartalmat
jelképezik (N -m/N). A hossz dimenzi6é miatt az egyes tagok, mint jellegzetes
magassagok értelmezhetGek a kovetkezsképpen [Haszpra, 2002]:

— z a vizsgalt pont geodéziai magassaga, amely a helyzeti energiat jelképezi,

— p/7 , a vizsgalt pontban uralkod6é nyomasnak megfelel6 nyomasmagassag
vagy méasképpen nyomaési energiamagassag (ahol vy =p-g ),

33



A B C
4 5 E, E, Energia vonal
o

%

—— Nyomds vonal
Pc
B

X
% Aramldsi pdlya
A Bg C“©

4 —% O Viszonyito szint

13. 4bra. A Bernoulli-egyenlet értelmezése hossz-dimenzioban [Ollss, 1965, Ku-
csara et al., 2014, nyoman]

— av?/(2-g) az egységnyi viztestre vonatkoztatott mozgasi (kinetikai) ener-
gia, az Gn. sebességmagassig. A mozgasi energia alapjan megallapithat-
juk, hogy egy vezetékben v sebességgel dramlé viz h = v?/(2 - g) magas-
sagig jut el (a veszteségek elhanyagolasaval). Ezt hasznaljuk fel az un.
Pitot-Darcy féle csénél a sebességek mérésére.

A h = z+ p/vy Osszeget (amennyiben a p a légkori nyomdast nem tartalmazza)
piezometrikus nyomasmagassagnak is nevezik. Amennyiben ugyanis a nyomaés-
mérés 0 sikja az alapsik, a vizsgalt ponttdl az dramlast nem zavaré moédon kive-
zetett cs6ben a viz a piezométertabla h = z 4 p/~ szintjéig emelkedik [Haszpra,
2002].

Osszefoglalva az el6z6eket a Bernoulli-tétele szerint az idealis folyadék per-
manens, Orvénymentes mozgasa koézben a geodéziai, nyomasi és sebességma-
gassagok Osszege a folyadéktér minden pontjara nézve allando, tehét a harom
magassag Osszegeként el6allé energiaszint (energiavonal) konstans magassagu.

7.2. A Bernoulli-egyenlet alkalmazasa a val6sagos aramla-
sokra

A valosagos folyadékokban, pl. a vizben, a részecskék egymaés kozotti surlo-
désa energiat emészt fel, masképpen a vizrészecskék mechanikai energiajanak
egy része hivé alakul. Az dramcs§ mentén az aramlas irdnydban a vizsgalt
vizrészecske fajlagos energiatartalma csokkenhet is, néhet is annak megfelelGen
hogy a vele szomszédos részecskék elvesznek az energiajabol vagy hozzaadnak
ahhoz. Az aramlas egészét tekintve viszont a fajlagos energia csak csékkenhet
[Haszpra, 2002]. Ha a folyadékdram utjat az dramvonalon kévetve két egymaés
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Energia vonal

14. abra. A veszteséges Bernoulli-egyenlet értelmezése [Ollos, 1965, Kucsara
et al., 2014, nyoméan|

utani pontra (1. és 2. pont) felirjuk az energiatartalmat, fel kell tételezniink,
hogy Fy1 > Es, azaz ,,1” uton Fy; — Fs energia felemésztédik. Ha a Bernoulli-
egyenletet tovabbra is fel kivanjuk irni, a kisebb oldalt a veszteséggel meg kell
novelniink. Igy a kovetkezét kapjuk:

By, = By + h, (61)

Ahol, h, az egységnyi sulyu folyadék energiavesztesége ,,I” uton, amit vesz-
teségmagassdg-nak neveziink. Ez a veszteségtényezs tilnyoméd részben csak ki-
sérlettel allapithaté meg, és a kisérleti eredmények tablazat vagy grafikon for-
majaban férhet6k hozzéa az irodalomban.

A Bernoulli-egyenlet altalanos alakja, amely a most méar a valosagos folyadék
permanens dramlasara vonatkozik a kévetkezd (14. abra):

2
AP 2P, (62)
2-9 p-g 2-9 pg

Az 1-es és 2-es pontokat az 14. abran az A és C betiik jeldlik.

Az energiavonal a h, veszteség kovetkeztében mar nem vizszintes, hanem
az aramlas iranyaban lejt. Ennek a siillyedésnek az dramlés egységnyi hosszara
juto értékét nevezziik az energiavonal relativ esésének (I).

vt

2
dE d(g + 2 +2 R,
_7:_—(29 ps + ) =2 (63)
dl dl dl
Mivel a dE/dl mindig negativ, praktikussagi okokbol a—dFE/dl értékét ne-

vezziik relativ esésnek, igy az mindig pozitiv szam lesz. Vizfolyasok esetében ha

I, =
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az dramlas szabad felszind és egyenletes akkor az I, az energiavonal hajlasanak
(ami ebben az esetben a vizfelszin és fenékvonal hajlasa is) a szinuszat adja. Az
aramlés azonban legtobbszor nem egyenletes, igy az energiavonal esése altalaban
nem azonos a vizfelszin relativ esésével. A kettd megegyezik, ha a sebesség és a
légnyoméas az dramlas mentén nem véaltozik, de kiilonbozik, ha a sebesség vagy
a légnyomas valtozik [Haszpra, 2002]. Konstans légnyomaés esetén a vizfelszin
lejtése, zart vezeték esetén a képzelt vizfelszin, a nyomasvonal esése (I,) az un.
piezometrikus esés:
d(p—?g + 2)
I, = pi (64)
Mivel d(-£ +z)/dl a dE/dl -hez hasonloan altalaban negativ, ez elé is negativ
elgjelet kell tenniink. Negativ I, vizfelszin-emelkedést jelent, ez a valésagban a
vizfolyasokban el6fordulhat, bar rendszerint csak révid szakaszon jelentkezik (pl.
ha az aramlési szelvény béviilése kovetkeztében a sebességmagassig gyorsabban
csokken, mint ahogy a surlodasi veszteség né) [Haszpra, 2002]. Ha az I, = I, az
aramvonal vizrészecskéinek sebessége nem valtozik [Pankotai and Réacz, 1975].
Az energiaveszteség minden esetben a folyadékrészecskéknek egymassal és
a hatarolo feliilettel valo iitkozése és surlodasa kovetkeztében jon létre. A két
folyamat koziil altaldban az litkbzés az alapvets, és amennyiben az titkozések
szama nd, nagysaguk pedig csokken, akkor jutunk el a surlodas fogalméhoz.
Gyakorlati szempontb6l a surlodas okozta veszteségeket két csoportba soroljuk:

— Surlédasi veszteségrol beszéliink, ha a veszteség viszonylag egyenes, és val-
tozatlan szelvényt hosszabb szakaszon kovetkezik be. Ez a viz dramlésanal
altaldban a meder vagy a cs6 hosszéaval arényos.

— Helyi veszteségrél beszéliink, ha a veszteség a szelvény vagy a vonalveze-
tés (irdny) viszonylag révid szakaszon tOrténd, vagy hirtelen (ugrasszert)
valtozasa miatt kovetkezik be. Ide sorolhaté az aramlasba helyezett testek
altal kifejtett ellenéllas is [Haszpra, 2002].
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rész IV

Orvénytételek

Bevezetés

A fejezetben elGszor megismerkediink a cirkulacié idGbeni allandosagéara vonat-
koz6é Thomson-tétellel. Ezt kdvetSen definidljuk az 6rvényvonal, érvényfeliilet
és Orvénycss fogalméat. A Thomson-tételt felhasznalva tovabbi két nevezetes té-
tellel ismerkediink meg: az Orvények allandésagaval foglalkozé Helmholtz 1. és
az Orvénycsovekben megjelend drvényesség kontinuitasara vonatkozé Helmholtz
I1. Gsszefiiggéssel (kitérve annak gyakorlati kdvetkezményeire).

8. Thomson tétel

A Thomson tétel ideélis folyadék esetében értelmezett, amelynek tulajdonsagai
koziil elsédleges a surlodasmentesség.

Definidljuk egy zart gorbére (legyen ez egy folyékony vonal) vonatkozoan a
cirkuléciot (T') a kovetkezSképpen:

F:f@dg (65)

ahol: v, a sebesség a gorbe ds elemi hosszusigu szakaszahoz kapcsolédoéan.
A Stokes-tétel értelmében az a cirkulaci6 a kovetkezsképpen jelenithets meg
egy, a zart gorbe altal koriiljart, feliiletre (A) vonatkozban.

5617~d§=/r0t17-d/_1 (66)

G A

A Thomson-tétel értelmében, idealis folyadék esetében, a cirkulacié megval-
tozésa az id6ben zérus, tehét a cirkulacié idében allandé.

r
%:%%@-dgzo (67)
G

A valosagban természetesen ez nem igy van, mivel a folyadék nem idealis,
tehat van sturlédéas ami szép lassan folemészti az 6rvényeket.

A tovabbiakban vizsgaljuk meg a Thomson-tétel bizonyitasat, amelyhez ve-
gyiink f6l az aramlasi térben egy G jeld, zart folyékony vonalat. A vizsgalat
targya, hogyan véltozik a zart, folyékony vonal koriili cirkuldcio értéke egység-
nyi, kicsiny id6 alatt (15. &bra).

A sebesség zart gérbe menti integraljanak id6 szerinti megvaltozasat a gérbe
egyes ds elemeire vett v - ds szorzatok id§ szerinti megvaltozasanak Gsszegeként
hatarozhatjuk meg, figyelembe véve a ds vonalelem vektorok megvaltozéasat is.
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ds+d(ds)

G

Geat

15. dbra. Folyékony, 6nmagéba zarddo, vonal eluszasa [Lajos, 2008, nyomén)]

Fontos megjegyezni, hogy az el6bbiekben felhasznaltuk a matematika azon sza-
balyét, miszerint az integréalas és a differencialés sorrendje felcserélhets.

ar d d

2 PDo-ds=D —(v-ds

T PUds 95 o (v-ds) (68)

G G

Az integraljelet elhagyva vizsgaljuk meg a v - ds szorzat id6 szerinti (kis id6-

egységre es6) megvaltozasat (a szorzat derivalasi szabélyat felhasznélva,(f - g)' =
f"9+9g-f):

d dv

Az 69. Osszefiiggés szerint a U - d§ szorzat idGegység alatti megvaltozasa a
sebességtér és a folyékony vonalelem megvaltozasabol adodik 6ssze [Lajos, 2008].

A 69. egyenlet jobb oldal els6 tagjanak dv/dt kifejezése az Euler-egyenlet
szerint a kovetkezSképpen irhato:

_,ood o
-ds + b (ds) (69)

do 1
dt g p
ahol a potenciilis er6teret figyelembe véve irhato: g = —grad(U), ahol az U

az erGtér potencialja.

- grad(p) (70)
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Az 69. egyenlet jobb oldal masodik tagjanak % - (ds) kifejezésére pedig, a
lehetséges (bar matematikailag nem egészen korrekt, de mérnoki szempontbol
megtehetd) egyszertsitéseket figyelemebe véve:

d d

— .(d3) = = - ((v v)-dt — v - ~dv=D - ds 1
g (ds) g ((0+dv)-dt —v-dt) = dv ds (71)
A 71. egyenlet figyelembevételével a v - % -(d3)=7- D - ds kifejezés adodik,
amely a kovetkezd forméban alakithaté at.
= 1}2
v-D-ds=grad (2) -ds (72)

A 69., 70. és a T1. egyenletek alapjan a d(0-d3)/dt integréalja a kovetkezo-
képpen irhaté fel.

yﬁ%(@ - d5) = 56 (—gmd(U) _ % . grad(p) + grad (”22)) i (73)
G G

Mivel a gradiens zart gérbe menti korintegralja zérussal egyenld, hiszen az
integralasi tartomany also és felss hatara azonos (pl. ¢ grad(U) = 0), az el6bbi
kifejezés értéke nulla, vagyis a cirkulacio az id6ben nem véltozik (tehat a tételt
bizonyitottuk).

A Thomson-tétel alapjan tehat megallapithato, hogy sturlédasmentes kozeg-
ben (potencialos erstér mellett) drvényesség nem keletkezhet, ill. nem ttinhet el
(méasképpen a folyadékrészek nem johetnek forgasba, ill. forgasuk nem sztinhet
meg) [Lajos, 2008].

9. Helmbholtz elsé és masodik orvénytétele

9.1. Orvényvonal, rvényfeliilet, 6rvénycsd

A Thomson-tételt felhasznalva tovabbi két orvénytétel fogalmazhatd meg, ame-
lyek alapjan sok természeti jelenséget magyarazhatunk (pl. vadludak V alakban
repiilése, fiistkarika viselkedése, tornado kialakulasa, stb.) [Lajos, 2008].

A tételek targyalasa el6tt definidljunk néhany fogalmat:

Az érvényvonal az a vonal, amelyet a rotv vektor minden pontjaban érint,
azaz ha d3s szakasz az 6rvényvonal eleme akkor rott x ds = 0 (az el6bbiek szerint
az orvényvonal az dramvonallal analég fogalom, csak ott a v sebesség vektorrol
mint érintérél van sz0).

Az drvényfeliilet, olyan feliilet amely egy vezérgorbére illeszkedd 6rvényvo-
nalakbol all, és amelyet a rotv vektorok érintenek(az a fogalom is analog az
aramfeliilettel). Hasonléan az dramcs6hoz, 1étezik az drvénycsd, amely egy zart
vezérgorbére illeszkedd Orvényvonalak Osszessége alkot. Ha az Orvénycsé infi-
nitezimélis keresztmetszetl, szokdsos az drvényszdl elnevezést hasznélni. Itt
érdemes megemliteni azt is, hogy mivel a rotv = V x 0, ezért a rotaciévektor
(rotv) a sebességvektorra (v) mindig mercleges. Példaként egy hengeres csében
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16. abra. Orvénycss és 6rvényvonal értelmezése egy csébeni és egy nyilt felszinti
(pl. vizfolyas mederben kialakul6) aramlasnal [Haszpra, 1989, nyoman|

(Id. 16. abra), ahol a sebességeloszlas hengerszimmetrikus, az 6érvényvonalak a
csGtengelyre meréleges koncentrikus korok [Haszpra, 1989).

9.2. Helmholtz I. 6rvénytétele

Az aramlo folyadéktérben vegyiink fel egy a folyadékkal egyiitt mozgd 6rvény-
feliiletet (A). Ezen az Orvényfeliileten jeloljiink ki egy G zart folyékony vonalat
(17. abra). Mivel az 6rvényvektorok érintik a feliiletet, tehat nincs arra merdle-
ges komponensiik, igy a G altal hatarolt feliiletre vonatkozé vetiileti integraljuk
zérus. A Stokes-tételt alkalmazva, és attérve a gorbe menti integrélra, a G zart
folyékony vonalon a sebesség vonalintegralja is zérusnak adédik.
Thomson-tétele értelmében (strlodasmentes, allando strtiségl kozeg és po-
tencialos erdtér esetén) azok a folyadékrészek, amelyek drvényes mozgéasban vol-
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A (6rvényfelllet)

G (zart
folyékony
vonal)

17. &bra. Folyékony orvényfeliileten felvett zéart folyékony vonal [Lajos, 2008,
nyoman|

tak, abban is maradnak, amelyek pedig nem végeztek Orvényes mozgast, a ké-
s6bbiekben sem vallnak orvényessé, igy a cirkulacié a G gérbe mentén az idében
nem véltozik, zérus értékd marad. Kovetkezésképpen egy folyékony orvényfe-
lilet mindig megtartja orvényfeliilet jellegét [Lajos, 2008]. Az el6bbiek szerint
az Orvényszalak (vagy orvénycss) és a kornyezet kozott folyadékesere nincs (ha
a gyorsuléaseloszlas [erGtér] potenciélos, ill. a sdrtség allando, vagy csak a nyo-
mastol fligg). Ez Helmholtz I. érvénytétele, amely szerint tehat egy érvényvonal
(amely két 6rvényfeliilet metszésvonala), mindig ugyanazokbol a folyadékrészek-
bl all. A tételt jol szemléltetik a levegGben sokiig megmaradé fiistkarikik,
amelyek belsejében 6rvényes mozgés van. Hasonldéan egyben maradva mozog-
nak a nyilason szabadon kifolyé sugar Orvényvonalai. Megjegyzendd, hogy a
flistkarikdk lassan mégis bekdvetkezs szétoszlasa azt is mutatja, hogy a valo-
sagos folyadékban a Helmholtz-féle 6rvénytétel nem tokéletesen igaz, hiszen a
strlodés miatt az orvényesség ,szétdiffundal” a kornyezs folyadéktérbe [Haszpra,
1989].
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18. abra. Orvénycsé feliiletén felvett zért drvényvonal [Lajos, 2008, nyoman)]

9.3. Helmholtz II. 6rvénytétele

Tekintsiink egy dramlé folyadékban egy drvénycsovet (csovet alkotéd orvényfelii-
let), amelynek a palastjan vegyiink fel egy zart folyékony vonalat (S) (18. abra).
A folyékony vonal 4 részre oszthato: Sy, So, S’ és S”. Mivel a zart vonal egy
Orvényfeliileten van, igy a sebesség vonalintegralja a vonal mentén Helmholtz
I. tétel értelmében zérus, és az is marad. Ha S mentén felirjuk a cirkulaciot
(pozitiv koriiljarasi irdny szerint az 6rvény bal kéz felé esik) akkor, mivel az S’
és S” szakaszon a sebesség vonalintegraljai kiejtik egymaést, és csak a pozitiv
korjarasi iranyt S, és a negativ koriiljarasi irdnyta Sy marad.

f@dg: %@dﬂ 55 vds =0 (74)
S+

S1+ So—
So koriiljarasi irdnyat megvaltoztatva, igy integraljanak elGjele is megvalto-
zik, és a mésik oldalra atrendezve, a kovetkezs Gsszefiiggést kapjuk:

;ﬁ vds = ;ﬁ vds (75)

S1+ Sa+

A fenti Osszefliggés Stokes-tétele értelmében atvihetd egy feliileti integralra.

/’I“Ot’l_J SdA = /rotﬁ -dA (76)



Az egyenlet alapjan Helmholtz II. drvénytétele a kovetkez6: Valamely oOr-
vénycs6 barmely keresztmetszetében az 6rvényfolyam azonos, masképpen a cir-
kuléci6 az orvénycsovet 6vezd barmely gorbe mentén ugyanakkora. Masképpen
egy folyékony 6rvénycsé mentén barmely metszetben a f 4oty dA = konstans
és id6ben sem valtozik [Lajos, 2008].

Helmholtz II. tétele egyszerien igazolhaté egy masik megkdzelitésben a ro-
tacié vektor eloszlas mindenkori folytonossagét jelent6 kdvetkezs azonossaggal:

div(rotv) =V - (V x0) =0 (77)

A vegyes szorzat zérus értéket ad, hiszen két tényezGje megegyezik, azaz
parhuzamos. A kontinuitési tételt felhaszndlva azonossagként, egy ¥ sebesség-
eloszlas egy aramcsé barmely keresztmetszetében egyazon idépontban konstans
vizhozamot szallit ([, v - dA = konstans), gy a midig folytonos (& = Frotv)
szogsebességeloszlas is egy Orvénycsd barmely keresztmetszetében egyazon idé-
pontban élladé érvényfolyamot széllit ( [ o dA = konstans) [Haszpra, 1989).

Minél sztikebb tehat az 6rvénycsé keresztmetszete, annal nagyobb az atha-
lado folyadék szogsebessége. A gyakorlatban azonban végtelen nagy szogsebes-
ség nem képzelhet§ el, ezért orvénycss a folyadéktér belsejében nem kezdédhet
és nem végzédhet, hanem vagy a folyadék hataran végzodik (pl. tornadoé tolcsére
a Fold felszinig ér) vagy zart Srvénygytrit alkot (19. abra).
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19. abra. Orvénycsé zart 6rvénygyirit alkot vagy a folyadéktér hataraig ér




rész V

Az Impulzustétel

Bevezetés

A fejezetben az impulzustétellel ismerkediink meg, amely a mozgasegyenlet
integral alakja. Ugyanabbdl a megfontolasbol eredeztetheté mint az Euler-
egyenlet, de itt a differencidlegyenlet helyett integralokkal fejezziik ki az er6ket és
azok hatasara bekovetkezd mozgasmennyiség megvaltozast. A tétel Gsszenyom-
hato és surlodasos folyadékra is érvényes lehet, de csak id6allo (stacionérius)
vagy un. kvézi-staciondrius aramlas esetében. A tétel segitségével a folyadék
altal egy szilard testnek atadott er§ akkor is szamithatd, ha az aramlést csupan
egy un. ellendrzd felilet mentén ismerjiik [Gruber and Blahd, 1973]. A fejezet
végén az impulzustétel gyakorlati értelmezhetGségét segitendd, egy annak viz-
épitési hidraulikdban alkalmazott formaja keriil ismertetésre annak szemléletes
volta miatt.

10. Az impulzustétel levezetése

Egy © sebességgel haladdo m tomegi elemi folyadékrész mozgismennyiségén
I = m - v vektormennyiséget értjiik, amelyet impulzusnak neveziink [Haszpra,
2002]. Ha a folyadékra folyamatosan F' eredd (gyorsitd) erével hatunk, akkor az
a mozgasmennyiség folyamatos megvaltozasat eredményezi Newton II. axiéma-
janak altalanos alakja szerint:

dI  d(m-v)

p=f _dmv) 78
dt dt (78)
ahol, %{hanyadost impulzushozamnak is nevezhetjiik, ennyi impulzust kap
egységnyi id6 alatt a rendszer (amennyiben a tomeget dllandénak vessziik, az
el6bbi Osszefiiggés az F' = m - @ axiomat adja) [Haszpra, 2002].
A 78. egyenletet az id6 szerint integralva a kovetkezst kapjuk:

2

2
/di(m.@)-dtzm.@—m.m:/F.dt (79)
1 1

~

amely szerint a mozgismennyiség megvaltozas egyenls az erd idd szerinti
integréljaval, vagyis az impulzussal [Gruber and Blaho, 1973].

Newton II. axiémdajabol kiindulva tehat, egy tomeg mozgasmennyiségének
(az egységnyi id6re juto) a megvaltozasa egyenld a tomegre hat6 erskkel. Ezek
a kiils6 erdk ketfélek lehetnek, egyrészt a térerd (ez folyadékok mechanikajaban
gyakorlatilag legtobbszor csak a tomegre hatéd térerdsség), masrészt a feliileti
er¢k (nyomaés, surlodas). Ez utobbi erének surlodasmentes esetben csak feliiletre
merdleges komponense van, a nyomdasbol szarmazoé eré [Lajos, 2008].
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Am=dA-v-At

A(t)

20. dbra. Az eluszo folyadéktérfogat szemléltetése az impulzustételhez [Lajos,
2008, nyoman|

Mivel az integralas és differenciilas sorrendje felcserélhets az elébbiek alap-
jan irjuk fel a mozgasmennyiség idébeli megvaltozasa és a folyadékrészre hato
erck kozotti kapcsolatot kifejezd egyenletet:

% p-v-dV = /p-§~dV—/p~d/_1 (80)

V(t) V(t) A(t)

ahol V(t) a folyadék gondolatban elkiilonitett, az A(t) feliilettel hatérolt
eluszo részének térfogata (a ¢ index az id6pontot jeloli) (lasd 20.4bra). A fo-
lyadékrész At id6 alatt ,tovauszik” és az A(t + At) feliilettel meghatérozott
helyre keriil, és ekdzben mozgasmennyisége egyrészt a sebességtér idofiiggése
miatt valtozhat meg (lokalis valtozas az instacionarius dramlas miatt), masrészt
azért, mert a folyadékrész ,tovatuszva” olyan helyre keriil, ahol a sebessége eltéré
(konvektiv megvaltozas).

A 80. egyenlet bal oldalat kifejtve a dt id6 alatti megvaltozast figyelembe
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véve a kovetkezst kapjuk:

d _ . 1 _ _
T p.U.dV_AliIBOE / (p-v)H_At-dV—/(p-v)t-dV (81)
V(t) V(t+At) V(t)

Az el6bbi egyenlet jobb oldalan 1évs zardjel az elmozdult és a kiindul6 hely-
zetben 1évé folyadékrész mozgasmennyiségeinek kiilonbségét tartalmazza. Ko-
vetkezd lépésként vonjuk le és adjuk hozza a zardjelben 1évé tagokhoz azt a
mozgasmennyiséget, amellyel az A(t + At) feliilettel hatarolt térrészben lévs

folyadéktomeg a t idGpillanatban bir (fV(t+At) (p-v),- dV) .

d ) 1 _ _
%/pw-dV = Algom{ / (P 0)pypg-dV — / (p-0),-dV
V(t) V (t+At) V(t+At)

+ / (p-@)t~dV—/(p-17)t~dV } (82)
V(t+At) V(t)

A jobb oldali kifejezés els6 két integraljanak integrélasi tartoménya megegye-
zik (lokalis megvaltozast jelzik), ezért a tagok atalakithatok és egyszertsithetk
At-vel, majd képezheté a At — 0-hoz hataratmenet a kovetkezSképpen:

lim / (P D)ypps-dV — / (p-o),-dv| =

At—0 At
V(t+At) V(t+At)
.1 0 _ 0 -
AI%IEOE~E / (p~v)t~dV~At7a/(p~v)-dV (83)
V(t+At) %

ahol, V-vel jeloltiik a ¢ id6pillanathoz tartozé térfogatot, V(¢)-t. Az el6bbi
felirdsi mod azért kedvezd, mert megengedi, hogy a vektortérnek szakadésa le-
gyen a V térfogaton belil. Erre példa a 16késhullamok, amelyeken keresztiil a
jellemzdket leird fiiggvények igen rovid tavolsagon beliil igen jelent&sen véltoz-
nak, vagyis szakadasuk van. Ezekben az esetekben célszert a (p - v) differen-
cidlhdnyadosanak integralédsa helyett, amit l6késhullam esetében nem lehetne
végrehajtani, a (p - v) integralasa utan kapott mennyiséget id6 szerint differen-
cialni [Lajos, 2008].

A 82. egyenlet jobb oldalan talalhat6 3. és 4. integral kiilonbségének szami-
tasa (konvektiv megvaltozast jelzik) meggondolast igényel, hiszen az integralasi
tartomany kiilénboz6. Kedvez§ viszont, hogy ugyanahhoz a ¢ idéponthoz tar-
toz6 mennyiségekre vonatkoznak az integralok. Az elébbi két integral kiilonbsé-
gét ugy kapjuk, hogy a 20. abran 1évé pozitiv (+) jellel ellitott mozgasmennyi-
séghdl le kell vonni a negativ (—) jellel ellatottat, hiszen a kozds (kézponti)
részek kiejtik egymast [Lajos, 2008].
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Vizsgaljuk meg a tovabbiakban a 20. abran az A feliilet részét képezs dA
feliiletelem vektorral jelolt feliiletelemet, amely At id6 alatt a v sebesség ira-
nyaban v - At tavolsagot mozdul el és igy az A(t + At) feliilet részévé valik. Az
elmozdulo feliilet a vonalkézassal jeldlt térfogatelemet (v - At - dA) hatarozza
meg. A jelolt térfogatelemben 1év6 elemi témeg mozgismennyisége a kivetkezd.

m(tomeg)

v-(p-v-At~dA> (84)

Ha az el6bbi szorzatban a v és a dA tompaszdget zarnak be (a negativ (-)
jellel ellatott térrészben), akkor a mozgasmennyiség (impulzus) a skalarszorzat
sajatossagai kovetkeztében negativ lesz. Az el6bbi kedvezs koriilményt kihasz-
nélva a 82. egyenlet jobb oldalan 1évé 3. és 4. integral atalakithatd, majd
At-vel egyszertisithets.

1 il il
Aim /(p~v>t-dV—/(p~v)t-dV =

V(t+At) 20
: 1 [ _ - _ s
Alir_riOE/%p-wAtdA—/wp-(v~dA) (85)
A A

Az el6bbi egyenlet jobb oldali utolsé integraljaban egy zardjellel probaltuk
jelolni, hogy a mozgdsmennyiség-megudltozds vektor elemei a sebességvektorral
parhuzamosak. A v-p- (T) . d[l) tagot a tovabbiakban impulzusdram vektornak
nevezziik. A levezetést kdvetve belathatd, hogy a V térfogatot koriilvevg A
feliileten ataramlik a folyadék, tehdt az mar nem egy eluszo folyadéktérfogatot
hatéarolo feliilet, hanem egy a koordinatarendszerben rogzitett feliilet, amelyen a
vizsgalt kozeg keresztiilaramlik, és amelyet a tovabbiakban ellendrzd feliiletnek
neveziink.

A 80, 82, 83 és a 85. egyenletet figyelembe véve felirhato az impulzustétel:

%/(p.g).dv+/qj-p-(5-dﬁ)z/p-g~dV—/p~dA (86)

14 A \%4 A

Az impulzustétel tehat egy mozgasegyenlet, amely a folyadékra haté erdk és
a folyadék mozgésallapota kozott teremt kapcsolatot. Az Euler-egyenlet diffe-
rencidlegyenlet, az impulzustétel viszont integrilokat tartalmaz. Az integralok
kiszamitasanak eredményei er6vektorok lesznek. Fontos, hogy az impulzustétel
alkalmazasanal egy zart A feliiletet (ellendrzd feliilet) sziikséges felvenni és erre
vonatkozoan kell kiszdmitani az integrélokat [Lajos, 2008].

Az impulzustétel egyik nagy elénye, hogy elsGsorban feliileti integralokkal
(ill. stacionérius esetben csak egy konnyen szamithato térfogati integrallal)
dolgozik. A térfogati integralok koziil:

— az els§ (bal oldali) térfogati integral zérus értéki, ha az dramlas staciona-
rius vagy kvazistacionarius (mivel kiszamitasa meglehetGsen nehéz, ezért
az impulzustételt id6ben valtozo adramlasokra ritkan alkalmazzuk),
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21. abra. Szilard test az ellendrzé feliileten beliil [Lajos, 2008, nyoméan]

— a masodik (jobb oldali) térfogati integral az ellenérzé feliiletben 1évé fo-
lyadékra hato térerst (pl. sulyerst) hivatott kifejezni (ennek szamitésa
viszonylag egyszerti) [Lajos, 2008].

11. Szilard test jelenléte az ellenérzd feliiletben

Az aramlo kozegben legyen jelen egy szilard test a 21. abranak megfelelGen.
Az ellendrzs feliiletet vegytik fel ugy, hogy az A, (belss) felilettel zarjuk ki a
szilard testet az Ay (kilss) altal hatarolt V' térfogatbol. Az el6bbiek szerint
a folyadék altal elfoglalt V' térfogat, igy az Ay és A, kozotti térfogatrész. A
vizsgalt dramlés legyen idGallo vagyis stacionarius [Lajos, 2008].

Az el6bbi esetre felirva az impulzustételt a kovetkezs egyenletet kapjuk:
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%/([,.@).dwr/@.p.(@.dA)Jr/@-p-(@-dA) :/p-g-dV—/p.dA—/p.dA
1%

Ak Ab \% Ak Ab
(87)
Egyszertsitsiik az elgbbi egyenletet:

— A bal oldali els6 integral zérus, ha az dramlas staciondrius.

— A bal oldali harmadik integral ugyancsak zérus, hiszen a szilard test feliile-
tén (Ap) keresztiil nincs ataramléas (0 merdleges dA feliiletelem vektorra).

— A jobb oldali utolsé integral a belsé feliileten a folyadékra hatd, nyomas-
bol szarmazo er6t Osszegzi. Ez az er6 megegyez6 nagysagu és iranyt, de
ellentétes irdnyitéssal bir, mint a folyadékrol a szilard testre hato ers (R
vektorral jeloljik).

Az el6bbiek alapjan a 87. egyenlet az alabbi formara egyszertisodik:

/@-p-(@-dﬁ):/p-@dV—/p-dﬁ—R (88)
Ay 1% Ag

Az el6z6 88. egyenletben azért R szerepel , mert a mérndki gyakorlatban
leggyakrabban a szilard testekre hato er6 a vizsgalat targya. Az impulzustétel
jobb oldalan viszont a folyadékra haté erSket Gsszegezziik, igy a szilard testrél
a folyadékra hato er6t negativ elGjellel kell ellatnunk.

Az impulzustételt surlodasos kozegre is alkalmazhatjuk, ekkor az ellenérzé
felilleten a folyadékra hat6 sirlodasbol szarmazoé erdket is meghatarozhatjuk.
Ezen erdk eredsjét (jeloljiik S-el) az impulzustétel jobb oldalan célszerti megje-
lentetniink [Lajos, 2008].

12. A hidraulika impulzustétele

Az impulzustétel altalanos levezetését kiegészitve, szemléletessége miatt nézziik
most meg az impulzustételt a konstans strtiségli aramlé vizekre vonatkozoéan.
Valamely aramlo viztomeg sebességének megvaltozasa, amely nagysag és/vagy
irdny szerinti valtozas lehet, kiils6 er6k hataséara jon létre. Ezek a kiils6 erdk
lehetnek térersk (a hidraulikdban ez legtobbszor a nehézségi erd) és feliileti ergk
(nyomaés és surlodés). A gyakorlati feladatokban altalaban ismert az egységnyi
id6 alatt jellemz6 viztomeg (vizhozam és striiség szorzata) és annak bizonyos
uton bekdvetkezd sebességvaltozasa, illetve a térerd, és keressiik a feliileti erdt
(vagy inkabb annak reakciojat). Evvel a reakciderdvel tamadja a viz a hatarolo
feliiletet (pl. mekkora erét gyakorol a szabad vizsugar az 6t eltérits lapra, vagy
a cs6ben haladé vizaram az irdnyeltéritést okozo konyokre).
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12.1. Az impulzustétel alkalmazasa aramcsére

Vizsgaljuk meg az impulzustétel alkalmazasat els6ként egy aramcsé szakaszra,
Osszenyomhatatlan folyadék, permanens aramlésa esetén (22. dbra). A vizsgalt
elemi viztest (legyen ¢ jel) a ¢ id6pontban az dramcsé 1 és 2 szelvénye kozott
van, dt id6 elteltével pedig az 1’ és 2’ szelvények kozé keriil. Mozgédsmennyisége
(impulzusa) a ¢ id6pontban a kévetkezd:

I;(t) = Io; + dm; - v1; = Lo; + p - dQ; - dt - Dy (89)

ahol, Io; az 1’ és 2 szelvények kozé es6 viztest mozgdsmennyisége, dm; - U1,
az 1 és 1’ szelvények kozé esG viztomeg mozgasmennyisége, amely az dramcs6
dQ; vizhozama és a dt idGtartam segitségével is felirhatd p - dQ; - dt - U1;.

A ¢ + dt id6pontban az elemi viztest mozgasmennyisége, amikor az mar az
1’ és 2 szelvények kozott van, a kovetkezSképpen irhato:

L(t+dt) = In; + dm - g = I; + p - dQ; - dt - Dy (90)

ahol, Ip;ugyantigy az 1’ és 2 szelvények kozé esd, részben kicserélt anyagi, de
valtozatlan tomegii viztest mozgdsmennyisége, dm;-vo; pedig a 2 és 2 szelvények
kozé es6 viztomeg mozgismennyisége.

A viztest mozgasmennyiségének megviltozasa dt id6 alatt tehat a kdvetkezd:

djz = L(t + dt) — L(t) =p-dQ;-dt- (1721' — 1711') (9].)
Az elemi viztestre hato erd (F;) pedig az impulzustétel értelmében, ennek a
mozgasmennyiség megvéltozasnak (dI;) az idGegységre jutd része:
dl;

Fi:E:p'in'('D%_'Dli):P'in"E%_P'in'@li (92)

Az elébbiek szerint az dramcsében dramld d@Q; hozamu aramlis mozgésalla-
potanak, az 1 és 2 szelvények kozotti, megvaltozasat létrehozo F erd egyenls a
mésodpercenként atfolyod p - dQ; tomegnek és az 1 és 2 szelvények kozott elgallo
(Ua; — U1;) sebesség-valtozéssal valod szorzatéval. Masképpen megfogalmazva az

F; er a 2 szelvényben kidgraml6 impulzushozam (p-dQ;-va;) és az 1 szelvényben
bearaml6 impulzushozam (p - dQ); - v1,) kiilonbségeként irhato fel.

12.2. Alkalmazas aramcsovek Osszességére

Nem az egyes dramcsvekre, hanem aramcsovek Osszességébdl allo6 @@ hozamu
aramlas koriilhatarolt részére (a térrészt teljesen koriilhatarolo feliilet [23. abran
vonal] az A ellenérzs feliiletet jelképezi) hatd Gsszes erét a kovetkezGképpen
fejezziik ki [Haszpra, 2002]:

i =p- Z('DQi —013) - dQ; (93)

1 =1

n n
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22. adbra. Impulzustétel dramcss szakaszra [Haszpra, 2002, nyoman]

A véges szamu és kis dramcsérél, végtelen szamu elemi dramcsére térjiink
at, igy az Osszegzés helyett az integralast alkalmazzuk. Valamint az elemi aram-
csovek dQ hozamat a kontinuités szerint egy adott elemi dramcsére es6 dA felii-
letrész (az A ellendrzo feliilet elemi részének normal feliiletvektora, irdnyitasa a
feliiletbdl kifelé mutat és nagysaga a feliiletelemmel egyenls) és a feliiletelemhez
kapcsolodé sebességvektor szorzataként értelmezziik (dQ = v - dA). Az elobbi
atalakitasokkal felirva az erét:

F:ZF'Z-:p-/(@g—ﬁl)-dQ:p-/@-(6~d/_l) (94)
=1 Q ‘A

A gyakorlatban sokszor a v, = konstans és a vs = konstans homogén
belépd és kiléps sebességeloszlasokat vesziink figyelembe, igy az elébbi integral
egyszeriibb alakot 6lt [Haszpra, 2002].

F=p-Q-(v2-1) (95)

12.3. Erdvektorok egyensiilya az impulzustétel értelmezé-
sében

Az aramcsére visszatérve (24. Aabra), mivel az aramcsSbe be- (dQ; - U1;) és
kilépd (dQ); - Ua;) elemi impulzusaram vektorok (impulzushozamok) kiilon-kiilon
is er6 dimenziéjuak a stirtiséggel megszorozva, igy tekinthetjiik ezeket elemi kis
ercknek is. Az impulzusidram vektorok (17 -p- (17 . dfl)) koziil az dramcsébe

— belép6 negativ (mivel a v és dA vektorok tompaszdget zérnak be, tehét
p- (17 . dA) negativ, az impulzusdram vektor irdnyitasa ellentétes a sebes-
ségvektoréval és a feliiletbdl kifelé mutat),
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23. abra. Az impulzustétel értelmezése az aramcsovek Osszességére [Haszpra,
2002, nyoman|]

— az onnan kilépd pedig pozitiv elGjeld (hiszen a v és dA vektorok hegyesszo-
get zarnak be, tehat p- (17 . dA) pozitiv, az impulzusdram vektor iranyitasa
megegyezik a sebességvektoréval és a feliiletbdl itt is kifelé mutat ),

Az elgbbiek alapjan megallapithato, hogy az impulzusaram-vektorok az ellen-
6rz6 feliiletbdl kifelée mutatnak. Formailag ezek az er6vektorok (impulzuserdk)

egyensulyt tartanak fenn az (F;) erdvel.

Fy=—p-dQ; -ty +p-dQ; - Uy (96)

Az el6bbi hdrom erd vektorharomszoge zart, metszéspontjuk pedig kozos. Ha
kiterjesztjiik az Osszefiiggést tobb dramcssbdl all részre a kovetkezs kapjuk:

F=-p-Q-v1+p-Q-0 (97)
Amennyiben a sebességeloszlas ismert, akkor az impulzuserdk is szamitha-
tok.
A vizsgalt folyadéktest altal kifejtett F' er6 (ennek ellentettje a folyadéktestre
hato erd) az elgbbi vizek aramléasara vonatkozo példat kovetve a kdvetkezs ré-
szekbdl tevédik Gssze:

F=G+P+P+P+S5S (98)
A G a kivalasztott térrészbe helyet foglalo folyadéktest stlyereje, Py a hata-
rolo feliilet dramvonalakbol all6 részén hato erck eredGje, P; a belépd, és P, a

kiléps oldalon hat6 nyomoersk ereddje (a P er6k ereddje az ellen6rzg feliileten
hat6 nyomoersk eredGjeként foghato fel [ 4P~ dA), S, pedig akkor jelenik meg
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24. dbra. Aramcsében 16v6 viztestre haté ersk abrazolasa [Haszpra, 2002, nyo-
man)|

amennyiben a surlodas is szerepet jatszik, a hatarolo feliilleten atad6do siarlodo
erck eredGjét jelképezi. Az elgbbi erékkel tartanak egyensilyt az impulzuserdk.
A gyakorlatban sokszor jellemzs, hogy az F-et alkot6 erck koziil csak egy is-
meretlen, ekkor az el6z6 egyenlet alapjan az impulzusaramok ismeretében az
szamithato.
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rész VI

Sturlédasos kozegek aramlasa

Bevezetés

A folyadékok fizikai tulajdonsagait vizsgalva megallapithato, hogy azokban nyugvéd
(4ll6) kozeg esetében surlodas nem mutathatd ki. A kordbban levezetett tor-
vényeknél (pl. Euler-egyenlet) a surlodast aramlé folyadékokban is tobbunyire
zérusnak tekinthets. A sarlodas elhanyagolasaval kapott eredmények altalaban
mindaddig jol kozelitik a valosdgot, amig a sebesség az dramlas irdnyaban novek-
szik. Nem hanyagolhato el azonban a surlodas nagy belsd sarlodasa folyadékok
kis sebességti és kis méretekben valé aramlésanal, és kis sturlodas is megvéltoz-
tathatja a jelenségeket olyan esetekben, amikor a sebesség az dramlas iranyaban
csOkken [Gruber and Blaho, 1973]. Kis belsé surlodasa folyadékok esetében is
minden esetben eltér a val6sagos aramkép a surlédasmentességgel feltételezettsl
a szilard falak, ill. testek kozelében. A kovetkezGkben tehat olyan dramlasokkal
zofesziiltségek is ébrednek és ezen a fesziiltségek hatasara az dramkép jelentGsen
eltérhet az ideélistol.

13. A surlédasos kozegekre vonatkozd mozgéas-
egyenlet

Az aramlé kozegben 1évé gondolatban elhatarolt térrészre (pl. szilard test)
kétféle er6 hathat:

— a tomegre hato térerGsség, valamint
— a feliileti erd, amely a szomszédos folyadékrészbdl adodik at.

Az el6bb felsorolt tipusi erdk eredGje valtoztatja meg az aramlo kozeg moz-
gasmennyiségét, azaz idézi el a vizsgalt folyadékrész gyorsulasat. Egységnyi
tomegii folyadékrészre felirva egyenletszertien a kovetkezs Osszefliggést kapjuk:
dv/dt = g+ F, ahol g a térerdsség vektora, az I pedig az egységnyi tomegt
folyadékrész feliiletén hato erdk eredgje.

Az elhatérolt folyadékrész feliiletén surlodasos kézegekben az arra merdéleges,
nyomésbo6l szarmazé erén kiviil a feliilettel parhuzamos csusztatofesziiltségek-
bol (1), és a feliiletre meréleges, a folyadék deforméacioja kovetkeztében el6allo
hazéfesziiltségekbdl (o) szarmazo erdk is jelentkeznek.

Egy elemi élhosszisagu kockin szemlélteti az 25. abra az z irdnyban jelent-
kezs ercket elgidézs fesziiltségeket. az abrazolt hazo- és csisztatofesziiltségek a
szemkdzti oldalakon azonos nagysagban ébrednének, a folyadékrészre nem hatna
er6. A valésidgban azonban a 7, csusztatofesziiltségek és a o, huzofesziiltségek
(amelyek a nyomaést is tartalmazzék) altaldban valtoznak a térben. Az elgbbi
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dy

|1x(z+d2)
: / x(X‘)///
I
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Tyx(y)// | Tyx(y+dy)

Iox(x+ dx)

dz /7 yd y
Ve
N y, Tx(Z)e
/

dx

25. dbra. Az elemi folyadékrészre x- iranyban haté fesziiltségek (a cstsztato-
fesziiltségek (7 ) indexei koziil az els6 annak a siknak a normélisat hivatott
kifejezni, amelyikben az adott fesziiltség ébred, a mésodik index pedig a fesziilt-
ség iranyéat jelzi, mivel a hazofesziiltségeknél (o) a ketts egybeesik ott csak egy
indexet hasznalunk.) [Lajos, 2008, nyoman|

térbeli fesziiltségvaltozas okozza az elemi folyadékrészt gyorsité erg feliileten
hat6 erskbdl szarmazo részét.

A tovabbiakban irjuk fel az dbréazolt kis kockara hat6 z irdnyu erdt és ezt az
er6t osszuk el a kis kocka p - dz - dy - dz tomegével, hogy egységnyi témegre hato
F er6 = komponensét megkapjuk.

Fz = m . ((ax(x +dx) —ox(x)) - dy - dz+
(99)
(Tyz(y +dy) — Ty (y)) - do - dz + (T (2 + d2) — 752 (2)) - dx - dy>
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9= .dz, stb. , az el6bbi 99. egyenlet

Felhasznélva, hogy o, (x+dx) = o, (z)+
a kovetkezdképpen irhato:

1 (8095 OTys ~ OTua > (100)

Fr=-
* P Ox Jy 0z

Az 100. Osszefliggésben mar egyenletszeriien megjelenik a feliileti erd és a
fesziiltség térbeli valtozasa kozotti korabban emlitett Osszefliggés. A mozgas-
egyenlet x irdnyu komponensegyenlete az el6bbiek alapjan felirhato:

dvy . 1 00, + aTym + O0T.¢
e 7" ox y 0z

(101)

Vezessiik be a ® fesziilségtenzort, amely a f6atlojan a huzofesziiltségeket az
also és fels§ haromszogmatrixban pedig a csusztatofesziiltségeket tartalmazza:

Q= | Ty 0y Tuy (102)
Trz Tyz Oz

Az egységnyi toémegt folyadékra haté F erd az el6bbiek alapjan a fesziilt-
ségtenzorral a kovetkezoképpen fejezhetd ki: F = % -®V, ahol V a nabla diffe-
rencidloperator.

Az el@bbieket felhasznélva a folyadékra hato erck és a mozgasallapot k6zotti
Osszefiiggés a kovetkezGképpen irhato:
%:m%@v (103)

Mivel a mozgésegyenletek létrehozasanél nem lett kikdtve semmi a kézeg jel-
lemzgire vonatkozoban, ezért az egyenlet nemcsak newtoni kozegekre érvényes. A
mozgasegyenlet azonban mindaddig nem hasznalhaté, amig a fesziiltségtenzor-
ban szerepl6 3 db. huzo- és 6 db. cstusztato fesziiltségrol, vagyis a fesziiltségalla-
potrol nincs informécionk. A csusztatofesziiltség és a deformaciosebesség kozott
viszont tudvalevéleg kapcsolat van (pl. Newton-féle viszkozitési térvény), tehat
lehetséges a fesziiltségallapot levezetésére a sebességtér jellemzGinek felhaszné-
lasaval. Masképpen a o és 7 fesziiltségek helyére sebességkomponenseket lehet
irni, ami altal az egyenletben 1évG ismeretlenek szama jelent&sen csokkenhet
[Lajos, 2008].

13.1. A sebességtér és a fesziiltségallapot kozotti kapcso-
lat

Vizsgaljunk tn. newtoni kozeget, amelynek a csusztatofesziiltség aranyos a de-
formacidsebességgel. A kis folyadékrész mozgéasat parhuzamos eltolédésra, for-
gasra, tagulasra és alakvaltozasra lehet felbontani. FEzen mozgasok koziil az
alakvaltozas van kapcsolatban a fesziiltségallapottal.
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26. abra. Egy elemi folyadékhasab deforméacioja [Lajos, 2008, nyomén]

13.1.1. Csusztatofesziiltségek

A

(26. abra) elemezziik (sikbeli dramlas). Azt vizsgaljuk, hogy a hasab egyik ~
szogeének id6 szerinti valtozasa (dvy), amely a hasab deformaciosebességét hiva-
tott jelképezni, hogyan fiigg a sikban miikodé sebességkomponensek hely szerinti
megvaltozasatol. A dx hosszusigu oldal da szoggel fordul el dt id6 alatt, abbol
ered6en, hogy végpontjainak sebessége kiillonbozs. A végpontok altal y irdnyban
dt id6 alatt megtett ut kiilonbsége: Ay = % ~dx - dt. A da elfordulasi szoget
ugy kapjuk, hogy a Ay utkiilonbséget elosztjuk da-el (da = %). Hasonloan
jarhatunk el a dy hosszusdgu oldal esetében, ami a dt id6 alatt df szdggel fordul

el. Az da és df szogelfordulasok jelentik egyiittesen a dy-t:

Ov v
dy=da+df=—2 dt+—=-dt 104
y=datdf =2 9y (104)
Newton viszkozitéasi torvényét figyelembe véve, ha a deformaciésebesség id6-
beli véltozasat (‘Z—:) a dinamikai viszkozitassal (u) megszorozzuk, akkor a de-
forméciésebességet el6idézs 7., és az evvel megegyezs 7, cstsztatofesziiltséget

kapjuk.

B Ovy  Ovg\

Az el6bbihez hasonloan kifejezhets a tobbi csusztatofesziiltség komponens
is.
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13.1.2. Huzoéfesziiltségek

A fesziiltségi allapotot, amely az elemi folyadékhaséb deformécioja kovetkezté-
ben kialakult, a cstusztatofesziiltségeken (7) kiviil, huzofesziiltségek (o) is jel-
lemzik.

A feliiletre merd6leges o huzéfesziiltség komponensek két részbdl tevédnek
Ossze:

— a statikus nyomasbol adodo huzofesziiltséghol (a statikus nyomés (p) a
tér egy pontjiban a féfesziiltségek szamtani kozepeként értelmezhets: p =
—1/3- (065 + 0y + 0,), ahol a negativ elGjel értelmezése, hogy a p szamér-
téke nyomofesziiltség, a o pedig huzofesziiltség esetén pozitiv)

— és az alakvaltozési sebességbdl adodd huzofesziiltséghdl, mivel az alak-
véltozasi eredményeként létrejovs csusztatofesziiltségek miatt a feliiletre
mer6leges huzofesziiltségek (o) is keletkeznek.

Igy az x iranyt huzofesziiltségre irhato:
s = —p+o (106)

13.1.3. Fesziiltségek meghatarozasa nem kompresszalhaté kézegek-
nél

Tekintsiink egy egységnyi hosszusagu, négyzet alaka hasédbot (27. dbra), amely-

nek Aa-1 feliiletd oldalain hat6 7 cstusztatofesziiltségeket az atloval kijelolt sikon

hato o htzofesziiltség tartja egyensulyban. A hasabra hato6 erck egyensilya a
kovetkezs,

2
2~Aa-7’~§:\/§~&a~ai (107)
amibdl Newton viszkozitasi torvényét ismerve kovetkezik,
dy
1=T=p— 108
ol =r=p "] (108)
A hasab deformaciojat vizsgalva (ami az x ranyu sebességkomponens x ira-

nyl megvaltozasara (%L;) vezethetd vissza) az atlo megnyilasa dt id6 alatt a

kovetkezGképpen irhato:

N (109)

A
o ox

Ennek a dr megnyilisnak a fele a %’szégelforduléssal Osszefiiggs és az x

tengellyel 45°fokot bezaré PP’ szakasz x irdnyu vetiilete. A PP’ szakasz hossza

tehat: % = %”; - Aa - dt, amibsl mivel PP’ = %7 - Aa a %"’ = % - dt és
dy _ Ovs 9

dt ox :
Az el6bbiek figyelembevételével az alakvéltozési sebességbdl adodo huzofe-

sziiltségekre irhato:
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27. abra. Csusztatofesziiltségek okozta huzofesziiltségek szamitésa (bal abra:
a csusztatofesziiltség huzofesziiltséget okoz, jobb abra: folyadékrész deformaéci-
Oja a v, sebességkomponens z iranyt megvaltozasa kovetkeztében [Lajos, 2008,
nyoman|

_dy 9 vy,
T o

Az y és z irdnyt komponens hasonloképpen kifejezhets. Az el6bbi Gsszefiig-
gések kapcsolatot teremtenek

(110)

/
01z

— az adott koordinatara merdéleges sikon ébreds, az alakvéltozési sebességek
miatt keletkezd huzofesziiltségek (o7, és

— a sikra mer6leges sebességkomponensek 6nmagukkal parhuzamos irdanya
megvaltozasa kozott (Ovg/0z).

13.1.4. Fesziiltségek Osszenyomhato kozegek esetében

Osszenyomhato kozeg (p # 0) aramlasban a sebesség énmagaval parhuzamos
irAnyd megvaltozasa bekovetkezhet a stiriiség valtozasaval egyiitt jard sugar-
irdnyu tagulas (vagy Osszehuzodéas) miatt is, amire a dy/dt = 0 Osszefiiggés
érvényes, azaz nem keletkezik szégdeforméacioé. Mivel ilyen esetben mindhérom

koordinéta irdnyban egyforma tagulasrél van sz6, azaz %“; = % = %”;, akkor
a folyadékrész novekszik, de nem jelentkezik alakvéltozas (‘;—Z = O).
Mivel a kontinuitési egyenlet szerint %“; + % + %”Zz = divv, igy valamennyi

irAnyban azonos iitemi tagulas esetén pl. %”; = % - divo.
Az z iranya huzofesziiltséget okoz6 deforméciosebességet tehdt nem a %”;,

vy

hanem a %= — % -divv kifejezés jellemzi. Az deformécié miatti huzofesziiltségekre
Osszenyomhat6 kozeg esetén példaként az z irdnyban irhato:
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1
o =2 - (éﬁ;g-(hv6> (111)

Az z iranya hazofesziiltség pedig a kovetkezs lesz:

%% —; - divo (112)

Az el6bbiek figyelembevételével a fesziiltségtenzor méatrixa a kovetkezs:

Op=-pto,=-p+2-p-

Og Tyr Tzx

d = Toy Oy Tay | =
Tez Tyz Oy
_p+0_/ (é)vy + avm) (81}; + 61)2) (113)
(Bq)y + 811,) _p+0_y M (8vy + sz>
1%}
pe ) n(Rr%) vl

A fesziiltségtenzor métrixa a derivalttenzor és transzpondltja kombinalasé-
val létrejové alakvaltozasi sebesség tenzor (/Tg = % . (E—l—ﬁ)) valamint az

egységtenzor (E) segitségével a kovetkezSképpen bonthato fel:

= 2 = frm—
@:(—p—g-u-divv)-E+2~u~As (114)

Az el6bbi kifejezés jobb oldaldnak utolséd tagja érzékelteti a fesziiltségek és
a deforméciosebesség linearis kapcsolatat, ami a newtoni folyadékokra jellemzs
[Lajos, 2008].

13.2. A newtoni kozegekre érvényes altalanos mozgasegyen-
let

A fesziiltségallapot és a sebességteér jellemz6i kozotti kapesolat ismeretében felir-
hat6 a mozgésegyenlet (42 = g+%-<I>V), amelynek x irdnyt komponensegyenlete
a kovetkezd alakot Olti:

avz+ m'avz‘i‘vy 6Um+ z'%:

1 o) 81}1 2 .=
gz_p‘%+p'<6(2ﬂ g'/j'dZ’U'U)"‘ (115)

a%( (avy+auw>)+%( (auz_i_avz)))

Ha y és z irdnyban is felirjuk a mozgésegyenlet altaldnos alakjat akkor 3
egyenletet kapunk, amely 6 ismeretlent tartalmaz (vg, vy, v, p, p, it), igy a meg-
oldasdhoz minimum 6 egyenlet sziikséges, de mivel a p, 1 meghatarozasahoz
sziikséges egy 7 ismeretlen a hémérséklet bevezetése, ezért 7-re nd a sziiksé-
ges egyenletek szama. Az el6bbi 3 mozgasi komponensegyenletet (115, stb.) a
kovetkezs egyenletek egészithetik ki:
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— 4. egyenlet lehet a folytonossig tétele a kovetkezd formaban (% + div(p
v) =0),

— 5. egyenlet a nyomés, a stirtiség és a hémérséklet kapcsolatat kifejezd
torvény (pl. gaztorvény: p - % =R-T),

— 6. egyenlet kapcsolatot teremt a hémérséklet és a viszkozitas kozott (u ~

f(T)),

— 7. egyenlet az energiaegyenlet, amely a bels§ energia, a mozgasi ener-
gia megvaltozasa, valamint a kozeg altal, ill. azon végzett munka kozott
teremt kapcsolatot.

Az el6bbi egyenletek ismeretében is azonban az egyenletrendszer analitikus meg-
oldasa csak korlatozott szamt, igen egyszerid esetben lehetséges. Ezért célszertd
olyan egyszertsits feltételezéseket tenni, amik a valosagos aramlasok esetében
jo kozelitést jelentenek [Lajos, 2008].

14. A Navier-Stokes-egyenlet

Az altalanos mozgasegyenlet egyszertsitése céljabol tételezziik fel, hogy az dramld
newtoni kozeg dinamikai viszkozitasa () és strisége (p) allando. Mivel a p =
konstans esetén a folytonossag tétele értelmében divs = 0 (2 - p - divo = 0),
igy az altalanos mozgasegyenlet jobb oldalanak harmadik, 6sszetett tagja a ko-
vetkezGképpen alakithato at:

B v, 2v, 0 vI 9%v, _
p (2 Ox2 + By + ch + + az-az) -
(8 Vg yv;+aaz1)2m)+y 88;5 (3vr+dz+6vz)

ahol, a v = £ az un. kinematikai viszkozités.

Az egyenlet jobb oldali mésodik tagja a divv x szerinti derivaltja, amely
divt = 0 miatt zérussa valik. Igy csak az elsé tag marad, amelynek segitségével
a mozgasegyenlet atalakithatd az an. Navier-Stokes-egyenletté. Az egyenletet
Navier francia fizikus és matematikus irta le 1822-ben és Stokes angol mate-
matikus és fizikus ontotte, tobb mint 20 évvel késébb, végleges matematikai
formaba.

(116)

avT Ovg vy _ __10p 3%v, 2 g 8 vT
+Um81 +Uy +U26z = 9z p61+y Ox2 +8 +
81) ov ov 10 %v 20 8 v
L R A R A ATy
avz avz v, ov, __ 1 0p 8%v, 20, 9> ’Uz
+UI +Uy + . 0z _gz_;&—’—y Ox2 + By + )

A Navier-Stokes-egyenletben szerepls 4 ismeretlen (v, vy, v,, p) meghatéaro-
zédséhoz, az elébbi 3 komponensegyenleten feliil sziikség van még 4. egyenlet-
ként a folytonossag tételére, amely allandé stirtiség (p) mellett a mar jol ismert
divv = 0 alakot olti, kifejtve: 6”“ + 8” + 3”2 =0.
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A Navier-Stokes-egyenlet egy masodrendd, elliptikus, parcialis differencial
egyenlet, mivel a masodrendi parciélis differencialhdnyadosok Osszege szerepel
benne. Az egyenletrendszer megoldasédhoz ismerniink kell az dramlési tér teljes
peremén a peremfeltételeket (pl. a sebességet, vagy annak meghatérozott irdnyu
valtozasat, a nyomaést, stb.).

A Navier-Stokes-egyenlet vektorialis alakban a kovetkezd:

- - 2
(Z% = % + grad% — U xrot(v) =g — % - grad(p) + vAD (118)

A Navier-Stokes-egyenlet a jobb oldalon talalhat6 utolsé tagban (vAv) kii-
16nbdzik csak a surlédasmentes kozegre vonatkozd Euler-egyenlettsl (% =g —
L. grad(p)), tehat ez utobbi tag fejezi ki a strlodas hatasat. A surlodas hatasat

ifejez6 taghan szereplé Av a felbonthaté a kovetkezdképpen:

A = grad (divd) — v - rot (rotv) (119)

Miutan a kontinuitas szerint divo = 0, a Navier-Stokes egyenlet egyszertsit-
hetd:

dv 1

dit] =g- - - grad(p) — v - rot (rotv) (120)
Az el6bbi Gsszefliggés forméaja jol érzékelteti az aramlas Orvényessége és a

surlodas kozotti kapesolatot. Potencidlos aramlas (rotv = 0), s6t allando Grvé-

nyességii aramlas esetében a sturlodésnak nincs szerepe és ekkor a Navier-Stokes-

egyenlet az Euler-egyenletté egyszertisodik [Lajos, 2008].

15. Az orvénytranszport egyenlet

Vizsgaljunk egy stacionarius sikiramlast és irjuk fel a Navier-Stokes-egyenlet
két komponensegyenletét a térerésség figyelmen kiviil hagyasaval:

Op . 9%vy vy
" Bz +v +

v .avm_t'_vy.%—_ s 81/2

T 9z oy

ov ov
Vot 5y T Uy =

o (121)
et (T + R

Dl= DI

Ha az x iranyt (els6) komponensegyenletet y szerint az y irdnya (masodikat)
pedig z szerint differencidljuk, majd az y iranyubol (méasodik) kivonjuk az x
iranyut (els6) a kovetkezs drvénytranszport egyenlet-nek nevezett Osszefliggeést
kapjuk 2 dimenziéban:

9 vy _ Ouy

. .0 vy _ Ov
Ve gz e — oy ) T ey e By ) =

122)
92 Ovy vy o2 vy v, (
V'(W(ax - By)+W(W_ ay))

N PR Ovy v
Az elébbi Gsszefiiggés a ( oz oy

) = (rotv) azonossag felhasznalasaval a
kévetkezd alakra hozhato:
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2 2
rote). + v, 5 (o), = v+ (5 (rotw) + 5 (roto). ) (129

Vg

0
vagy mas forméban,

v - grad (rotv), = v - div (grad (rotv),) (124)

Az el6bbi egyenlet megfelel a hé-, ill. anyagatadas differencidlegyenletének
(hasonlo feltevésekkel, stacionérius sikaramlas, allandé vezetési tényezok):

— A héatadas differencial egyenlete: ha (rotv), helyére a T" hémérsékletet és
a v kinematikus viszkozitas helyébe a p% hofokvezetési tényezd keriilne

(v - gradT =2 - div (gradT)).

pCp

— Az anyagatadas differenciél egyenlete (vagy més néven advektiv-diffizios
egyenlet): ha (rotv)_ helyére a C koncentraci6 és a v kinematikus viszko-
zitas helyébe a D (turbulens) diffuzios tényezd keriilne (o - gradC =D -
div (gradC)).

A fenti analogiabdl lathato, hogy a viszkozitas hasonlo szerepet tolt be az Srveé-
nyesség terjedésében, mint a hGvezetési tényezs a hé terjedésében, ill. a difftazios
tényez6 az anyagtranszportban. A Navier-Stokes-egyenlet jol kifejezeti, hogy a
sirlédéas hatasa valosagos kozegek dramlasdban a sebességtér Srvényességének
térbeli valtozasaval van Gsszekapcsolva és csak akkor 1ép fel, ha rot (rotv) # 0.
Az brvényesség az aramlo kozeg és a szilard feliiletek kolcsonhatasakor a szilard
feliilet hataran keletkezik (a tapadés torvénye szerint), majd a viszkozitas révén
wvezetéssel” hatarréteg levalassal terjed az dramlési térben.

Instacionérius aramlés esetén az el6bbi, sikbeli, stacioner orvénytranszport

egyenlet bal oldala kiegésziil egy id6beli valtozast kifejezd taggal (%)

% +v - grad(rotv), = v - div (grad (rotv) ) (125)

16. A Reynolds-egyenlet

16.1. A Reynolds-szam

Az 1800-as évek vége felé egy Osborne Reynolds nevi angol fizikus a cs6ben
aramlo viz jellemzgit vizsgalta nyomjelz6 anyagot hasznédlva (28. &bra). Ez
volt az elsG, uttord jellegl turbulencidval foglalkozé kisérlet és az elemzései so-
ran kidolgozott dimenzié nélkiili szamot rola a Reynolds szam (Re) elnevezéssel
lattak el. Erdekes észrevétel, hogy az elsé turbulenciaval foglalkozé kutatas tu-
lajdonképpen a szennyezGanyag terjedés példajan keriilt el6térbe, ezért nem is
véletlen, hogy a turbulenciat a szennyezGanyag transzportfolyamatok esetében
egy fontos befolyasold faktornak tételezziik fel. Az eredeti kisérleti elrendezés-
hez hasonlé lathaté az dbrén, amely szerint az dbrazolt tartalybol szabalyozhato
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mennyiségi sirtségi (p) és viszkozitasa (u, dinamikai viszkozitas) viz dramlik
ki. A d atmérsji, tivegbdl késziilt kifolyocss tengelyébe egy masik, vékonyabb
csovon keresztiil megfestett folyadékot (nyomjelz6t) vezetiink be. Ha a folya-
dék sebessége kicsi, a festett folyadékszal végighuzodik a folyadék tengelyében,
j6l megkiilonboztethetGen az atlatszé viztdl és ahogy a sebességet noveljiik az
aramlasban a nyomjelz6 egy sebességhatar atlépése utan gomolyogni kezd, majd
a gomolyas eréGteljesebb lesz és az elkeveredés révid tavon beliil bekovetkezik.

Reynolds (1883 in. Socolofsky and Jirka, 2005)-as cikkében az aldbbiakat
irja: A kisérletet harom csovon végeztem. Mindegyik egyenként 4 1ab és 6 inch
(1,37 m) hossza volt, és a bemeneti oldalukon egy trombita fuvokajahoz illesz-
tettem Gket, a zavaras kikiiszobolése céljabol. A vizet egy nagy iivegtartalybol
adagoltam, amelybe a csévek belemeriiltek, az elrendezés olyan volt, hogy az er6-
sen szinezett vizbdl szarmazo festékesik vagy csikok a csdvekbe a vizzel egyiitt
léptek be. A kisérlet altalanos eredményei a kovetkezsk voltak:

— Amikor a sebességek megfelelGen alacsonyok voltak, a szinezett csik egy
jol kivehets egyenes vonal forméjaban htzédott végig a csévon.

— Ha a tartalyban 1évé viz nem lenne eléggé nyugodt, megfelelGen alacsony
sebességeknél, a festékesik eltolédna, de nem jelentkeznének kanyarulatok
(gomolygossag).

— Ahogyan a sebességeket kis lépésekben novelte, egy bizonyos pontjan a
cs6nek, mindig egy jelentGsebb tavolsagra a fuvokatol, a festék sav egyszer
csak elkeveredett a kornyezd vizzel és betoltotte az dramlod keresztmetszet
egészét a hasznalt szinanyaggal. Barmilyen mértékd novelése a sebesség-
nek az attorési pont kozeledését okozta a szivoka felé, de nem volt olyan
alkalmazott sebesség, amivel sikeriilt volna elérni a favokat. A cséveket
elektromos szikraval megvilagitva, a keskeny szincsik tobbé kevésbé pon-
tosan leirhaté gomolygasa vélt lathatéva, orvényességet mutatva.

Az els6 esetben leirtak az alacsony sebességeknél kialakul6 laminaris dramlasra
vonatkoztak. A vizrészecskék ebben az esetben parhuzamos savokban mozog-
nak egyméshoz képest és a zavardsokat a viszkozitis megsziinteti. Az egyetlen
lehet&ség, amellyel a szinezGanyag laterdlisan szét tud terjedni a laminaris dram-
lasban az a molekularis diffazio. Igy sokkal hosszabb cs6 lenne sziikséges ahhoz,
hogy a molekularis diffuzié egyenletesen szét tudja oszlatni a cs6 keresztmetsze-
tében egyenletesen a nyomjelz§ anyagot.

A 2. és 3. pont szerinti nagyobb sebességeknél az aramléas turbulens, a
folyadékrészek instabilla valnak, az Orvények méretskalaja kezd kifejlédni, és
a zavarasok az instabilitds szerint kezdenek novekedni. A nyomjelz§ anyag,
amelyik passzivan tobbé-kevéshé koveti a folyadékrészek mozgasat, az orvények
novekedésének megfelels gyorsasaggal elkeveredik a keresztszelvény mentén és
turbulens dramlassal tolti meg a csovet. Az elektromos szikréval végzett kisér-
letek megmutattak, hogy a nyomjelz§ az 6rvények alakjat jol szemlélteti. Egy
bizonyos id6 milva azonban az 6rvények névekednek és széttoredeznek, mivel
a tovabbiakban nem &ll fenn mér az az erGs koncentracioé gradiens, amely az
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28. abra. A Reynolds-féle kisérlet szemléltetése (fels§ abra kisérleti elrende-
zés, fels6 cs6 laminaris dramlés, majd lefelé haladva a turbulencia hatésa egyre
er¢sodik) [Socolofsky and Jirka, 2005, nyoméan)].
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orvényekben 1év6 és kozvetleniil mellettiik elhelyezkedd folyadékrészek kozott
kezdetben jellemzd. Ebben az idGpillanatban a nyomjelzé anyag mar jol elke-
veredett és az elkeveredés tObbé kevésbé véletlenszertivé valt (annak ellenére,
hogy még mindig az egyes diszkrét drvények altal vezérelt).

Reynolds 6sszefoglalva az eredményeit, megallapitotta, hogy az dramlasnak
az el6bbiekben bemutatott karakterisztikus valtozasa egy dimenziénélkiili szam-
mal jellemezhetd:

Re— "1 126

€= R (126)

ahol az ¥ a cs6beni dramlas sebessége, | a cs§ atmérGje és v a folyadékra

jellemz6 kinematikus viszkozitas. A turbulencia pedig a magasabb Re értékeknél

jellemz4. A turbulencia f6 kdvetkezménye, hogy hatasara névekszik az impulzus
és az anyag transzportja.

]

16.2. A turbulens aramlasok statisztikai jellemzése

Staciondrius turbulens aramldsban a sebességvektor (v) felirhat6 az atlagsebes-
ségvektor (v) és a hozza kapcsolodo sebességingadozas (v') Gsszegekeként:

D=0+ (127)
Az idgbeli atlagsebesség vektor szamitasakor az atlagolas idGtartamat (7°(s))

sokkal nagyobbnak célszerii valasztani, mint az az idétartam, amely alatt egy
orvény a tér vizsgalt pontjan athalad.

5:%./@.& (128)

A sztochasztikusan valtozo sebességingadozas (atlagtol valo eltérés) idsbeli
atlaga ezen a jellemz6 T idGtavon véve zérus. Hiszen az orvényathaladas okozza
a sebességingadozésok, jellemzGen hosszi id§ alatt kiejtik egymast.

T

|
v’:T~/v’-dt:0 (129)
0

A turbulens aramlésban a nyomés ingadozasara is a sebességhez hasonlo
jellegzetességek adédnak.

p=p+p (130)
A turbulencia nagysagnak a jellemzésére hasznalhatjuk pl. a turbulencia-

fokot, amely a sebességkomponensek ingadozasat hasonlitja az idébeli atlagse-
bességhez [Lajos, 2008].

A R —
Turbulencia fok = (H . \/3 (VR + v+ v?)) (131)
» (
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16.3. Az idé6beli atlagokra vonatkoz6é mozgasegyenlet, az
an. Reynolds-egyenlet

A Navier-Stokes-egyenlet helyesen irja le a newtoni kozegek aramlasat, flig-
getleniil attél, hogy az &dramlas laminaris vagy turbulens, allandé strtségi és
viszkozitasa kozeg esetében. A turbulens dramlasok igen bonyolult szerkezete
azonban felvetett olyan problémékat, hogy talalunk -e olyan modszereket, ame-
lyekkel ezek az dramlasok teljes komplexitdsukban szamithatok -e egyaltalan.
Reynolds a probléma kezelésére levezette az idébeli dtlagokra vonatkozd moz-
gasegyenletét, kovessiik mi is az 6 gondolatmenetét.

Vegyiik a Navier-Stokes-egyenlet x iranyt komponensegyenletét és a bal ol-
daldhoz adjunk hozza v, - divo = 0-4t.

0
R R T R G Tk o) R
_19p ’v, v, 8%,
9z p3r+y Ox? + 0y? + 022
Ha a bal oldalon elvégziink egy-két atalakitast (2 - vw% = W, ill.
vy% + vy - % = a(vgify), sth.) a kovetkez6t kapjuk:
oy, 0V d(vy-v O (vg v 10 0% 0%v 0%v
A (w)+(w y)+(9c Z):gx—*fp—klf 2.7£_|_ 2ac+ 29c
ot Ox Oy 0z p Ox ox Oy 0z

(133)

Helyettesitsiik a sebességvektor komponenseket az idébeli atlagokra és az

attol valo eltérésekre vonatkozo Gsszeggel(v, = T, + v,). Ezutén képezziik az

egyenlet idébeli atlagat (a jellegzetes T idGtartamra vonatkozdan). Az Gssze-

fliggés iddbeli atlaga megegyezik az egyes tagok atlaganak az Osszegével, ill.

kiilonbségével. Az atlagolas és egyszertisités sordan a kovetkezd jellegzetessége-
ket hasznaljuk fel.

— Mivel az idébeli atlagolas tulajdonképpen integralast jelent, az integra-
las és a differencidlas sorrendje pedig felcserélhets ezért a sebességkom-
ponensek ingadozdsanak atlagat vehetjiikk, ami zérust kell, hogy adjon
(Ovl, = ovl = 0). Igy barmelyik tagban szerepel szorzoként a sebes-
ségkomponensek ingadozasanak atlaga, azt 0-va teszi.

— Ha viszont a sebességingadozésok szorzatanak az atlaga szerepel, annak
értéke mar nem zérus (v}, - v, # 0 vagy Ovl, - v; # 0, stb.)

— A nyomésingadozésokra ugyanigy igaz, hogy (9p' = dp’ = 0), igy a nyo-
mésingadozésok atlagat szorzatként tartalmazoé tagok is zérus értékiek
lesznek.

- A 05? értéke csak akkor zérus, ha az id6beli atlagsebesség is hosszabb
id6tartamot véve allad6 és nem valtozik trendszerien.
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Az atlagolasok és egyszertsités utan megkapjuk a Reynold-féle-egyenletet, amely
tulajdonképpen a Navier-Stokes-féle egyenlet idébeli dtlagsebességekre vonat-
koztatva és kiegészitve a sebességingadozasokat tartalmazé tagokkal. Példaként
az. x komponensegyenlet a kovetkezé:

avz + (;22) n a(vx vy) + a(vl vz)

3 ’Uz + o) 71:) _ 8(’0’2) + 8(1;;-%) +

— 134)
i o)
o b+ (55 + 5 )

ox

A bal oldali masodik harmadik és negyedik tagban elvégezve a differenciélést,
az idGbeli atlagsebességekre vonatkozoan megjelenik a v,divy = 0 tag, amit
elhagyhatunk.

6Um+vI8v,+vyavz+vz;:

_ - . - a(v2)  o(vrwr)  a(vior (135)
gm_%%ﬂ(a&zwra O I)_ () | (8yy)+ (v v2)

16.4. A latszdlagos fesziiltségek és sebességingadozas kap-
csolata

16.4.1. Impulzustétel alkalmazasa a sebességvektor felbontasaval fel-
irt egyenletre

Vizsgéaljuk meg az impulzustétel segitségével turbulens, kvazistacionarius aram-
las esetén a Reynolds-egyenlet sebességingadozéasokat tartalmazoé tagjait. Ve-
gyiink egy tetszéleges A ellenérzé feliilet, dA vektorral jellemzett, feliiletelemét
(29. 4bra). A vektor talpontjaban van a sebességingadozis vektor (v'), amely
felbonthaté

— normalis (77,) és
— érintGiranyu (7;) komponensekre.

Legyen az idgbeli atlagsebesség stacionarius és irjuk fel igy stacionérius (va-
l6jaban kvézistacionarius, mert trend ugyan nincs, de ingadozasok vannak a
sebességben) impulzustételt az idébeli atlagra és az ingadozasokra felbontott
sebességekkel és nyomasokkal. A feliras utan vegyiik az impulzusegyenlet (mint
integralegyenlet) idgbeli atlagat, majd végezziik el az idébeli atlagolasbol eredd
egyszerisitéseket.

/17-p~(z7-dA):/g-p~dV—/ﬁ-dA—/m~dA (136)
A

A \4 A

A jobb oldal utolso tagja fejezi ki a sebességingadozéasok hatésat. Ha figye-
lembe vessziik, hogy a jobb oldali utols6 integral szamitésakor elGszor a v’ és
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29. abra. A sebességingadozas-vektor értelmezése egy elemi feliiletelemen [Lajos,
2008, nyoman|

dA vektorok skalarszorzasat kell elvégezni, ahol v =, + vy és vy - dA = 0,
akkor az utolsé tag a kdvetkezs lesz.

7/17’-p~17’~dA:f/vzl~p~v§l~dA—/1;£'p~v§L-dA (137)
A A A

A jobb oldali els6 tag a feliiletre merdleges, a mésodik tag pedig avval par-
huzamos erévektort jelent, igy az els6 integralt a nyoméasbol szarmazo6 erével
Osszevonhatjuk.

/17~p-(17-dA) — /g-p-dV—/(p+p- (M))-dA—/p-(v‘g.v;L)-dA (138)
14 A

A A

16.4.2. Latszdlagos fesziiltségek

A kvazistacionérius aramlasra felirt impulzustétel tehat atalakult egy idgbeli
atlagokra vonatkozo Gsszefiiggésben, amelyben megjelentek a sebességingadoza-
sokra vonatkoz6 tagok. Ezeket a tagok:

— latszolagos (az id6ben atlagolt mozgasegyenletben a sebességingadozasok

hatasat fejezi ki) nyomasnovekedeés p; = p - (U;L . v;) és
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— a latszolagos csusztatofesziiltség (Tl =—p- (vz . v%)), mivel a dA feliilet-
elemmel parhuzamos tagot fejez ki.
Az elgbbiek alapjén a Reynold-egyenlet jobb oldalan a sebességingadozast ki-

fejezs tagok hasonloképpen felirhatoak a latszolagos huzofesziiltség (nyomasno-
vekedés) és a latszolagos csusztatofesziiltségek segitségével.

3<172> o) o) 1 [(do, O i
_ r + ( x y) + ( T z) _ . Olx + Tlyx + Tlzx (139)
ox y 0z p ox y 0z
Ha mindharom komponens-egyenletben elvégezziik az dtalakitast, akkor ész-
revehetd, hogy jobb oldali harom utolsé tag egy ldtszdlagos fesziiltségtenzor (CT)Z)

és a nabla operator (V) szorzata, azaz a turbulens, kvazistacionarius dramlasra
a mozgasegyenlet, felirhato.

—=§+--®-V+--9,-V (140)
p p

A latszolagos fesziiltségeket és a latszolagos fesziiltségtenzor elemeit Reynolds-
fesziiltségeknek is nevezziik.

A latszolagos fesziiltségtenzor (%l) a kovetkezképpen irhatoé le:

_ P (U;IE ) U;,E) P (U;IE ) ’U;/) P (U:/E i Ulz) Olz  Tiyz Tlzz
Q=1 p- (U/z U;) P (v; : %) p- (Ug/ : Ué) Tizy  Oly  Tizy
pr(vh-vl) pe(vyvl) pe(vl0l) Tioz  Tiyz Ol

(141)

A turbulens impulzuscserébdl adddo latszolagos fesziiltségeket Boussinesq
javaslatara a Newton-féle viszkozitasi torvénnyel analdgiat vonva egy, a koze-
gekre jellemz& u; turbulens , vagy drvényviszkozitds (kinematikai viszkozitassal
analog) és a deformécidsebesség (id6ben atlagolt) szorzataként irhatjuk fel.

S ov, Oy
Tlye = Tiay = —p - (V- 0)) = pe - ( 3y 8;) (142)

Az turbulens kinematikai viszkozitast vy = ui/p, az anyagjellemz8 viszko-
zitdshoz hasonléan definiadlhatjuk. A turbulens-, vagy orvényviszkozitas, amely
az dramlas jellemzésére (és nem az anyagéra) szolgal, az anyagjellemzs viszkozi-
tasnél altalaban egy-két nagysagrenddel nagyobb értéket képvisel [Lajos, 2008].

17. A mozgasegyenlet megoldasaval kapcsolatos
problematika
A gyakorlatiban el6fordul6 komplex kornyezeti probléma (allandé stirtiségi és

viszkozitésu kozeg esetében) esetében altaldban a kovetkezs egyenletek megol-
dasara van sziikség.
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a newtoni kozegek turbulens dramlasat leir6 Navier-Stokes egyenlet:

-grad(p) — v - rot (rotv) (143)

Y
~
D=

a kontinuitasi egyenlet:

divt = 0 (144)

és valamely skalaris mennyiség (pl. szennyezGanyag) transzportjat leiro
transzportegyenlet (a benne szerepld tagokat itt definidlom):

0;% + v gradC = div (D - gradC) + S, (145)
ahol, a C' a szennyezGanyag koncentrécioja (kg/m?), D a turbulens diffazios
tényezd (m?/s) és S. egy forrastagot (kg/(s-m?)) jelképez [Lajos, 2008].
Az el6bbi parcialis differencial egyenlet rendszer (PDFE) megoldéaséra csak
igen korlatozott esetben léteznek

— analitikus megoldéasok,

— a jelenségek megismerésére szolgalo fizikai kisérletek (pl. kisminta kisér-
letek) pedig igen koltségesek és kivitelezésiik hosszadalmas (bar a beldlikk
szdrmazo6 eredmények dltaldban megbizhatéak),

— ezért az elmult évtizedekben igen jelentGs energidkat forditottak a PDE
numerikus megoldasara és ezen a teriileten jelentss el6rehaladas tortént.
A korszert szamitastechnika barmilyen bonyolult hatarfeltételek mellett
képes laminaris aramlas esetén a Navier-Stokes-egyenlet megoldéaséara [Ha-
szpra, 1989]. A turbulens dramlasok sokkal nagyobb problémat jelentenek,
ott kiilonboz6 kozelits megoldasok lehetségesek.

A numerikus megoldasok taglaldsa nem ennek a tananyagnak a témakore, igy
ezt a részt itt le is zarom.
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rész VII
A diffazié értelmezése, a diffazids
egyenlet

Bevezetés

A fejezet megismertet minket az anyagok mozgésaval, vagy mas néven transz-
port folyamatokkal, kapcsolatos alapfogalmakkal és réforditja a figyelmiinket
a diffuzios folyamatok fizikajara. Célunk egy fontos, a folyamatot leiré parci-
alis differencidl egyenlethez eljutni. Ez a fejezet hozza fog segiteni minket a
késgbbi fejezetben kévetkezs bonyolultabb folyamatok megértéséhez és elkezdi,
ill. folytatja annak a mérndki intuicidnak a kifejlesztését, aminek a segitségé-
vel a kérnyezetben lejatszodo transzportfolyamatokkal kapcsolatos problémakat
oldhatunk meg [Gribovszki, 2011].

17.1. Alapfogalmak, lényeges kérdések és definiciok

Egyszeriien fogalmazva a kdrnyezetben lejatszodo transzportfolyamatok koziil
itt most a azokra a folyamatokra koncentralunk, amelyek a kdzegben 1év$ anya-
gok koncentracidvaltozasaval dllnak kapcsolatban.

17.1.1. A koncentracié definidlasa

Abbodl a célbdl, hogy értékeljiik mennyi kémiai anyag van jelen egy folyadék
anyag intenzitasat, ill. jelenlétét. Ezt az alapvetd mennyiséget a transzportfo-
lyamatoknal koncentraciénak nevezziik. Altalanos széhasznalat szerint a kon-
centracié fogalom egy adott anyag mennyiségének jellemzésére szolgal egy ele-
gyen beliil.

Matematikailag, a C' koncentracié altaldban egy adott Osszetevd tomegének
(M;) az ardnya a teljes elegy térfogatahoz (V') viszonyitva.

M;
C= % (146)

A koncentracié dimenzi6ja ebben az esetben [ML73], a leggyakoribb mér-
tékegységek szerint: mg/l, kg/m3, stb.. Egy vagy kétdimenzios problémak ese-
tében a koncentracio esetlegesen kifejezhets tomeg per egységnyi szegmens hossz
[M L] vagy tomeg per egységnyi feliilet [M L~2] dimenziéban.

Egy masik lehetSség a tomegarany (x) alkalmazésa, ami az adott Gsszetevs
tomegének (M;) viszonya az elegy 6sszes tomegéhez (M) képest.

X=37 (147)
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A tomegarany dimenzi6 nélkiili, mégis gyakran fejezik ki eltérd nagysagrendi
tomegre vonatkozé mértékegységekkel, tigy mint pl. mg/kg, parts per million
(ppm) vagy parts per billion (ppb).

A kémikusuk altal elterjedten hasznalt koncentracié definicié a molaris kon-
centréacio (0). A molaris koncentraciot ugy definialjuk, mint egy &sszetevs mol-
jainak N; a szamat az Osszes térfogathoz (V') viszonyitva.

0:

<|=

(148)

A moléaris koncentracié dimenzidja a molekulaszam/L3, jellemzs mérték-
egységei a mol/l és a mmol/l. Hogy a molaris koncentracioval dolgozni lehessen
ismerni kell a vegyiiletet alkoté atomok silyat a periédusos rendszer szerint pl.
g/mol mértékegységben és tudni kell, hogy egy mol 6,022 - 1023 db. molekulat
jelent.

Annak a kivélasztasa, hogy melyik koncentracio definiciot részesitjiik elény-
ben altalaban a feladatnak megfelelGen torténik. Arra is figyelni kell azonban,
hogy az alkalmazott koncentracié formula mértékegységei megfeleljenek annak
az egyenletnek, amelyiket az adott Osszetevd transzportjanak és jovGbeli sorsa-
nak az el6rejelzésére hasznalunk. Egy gyakori probléma ered abbdl a ténybdl,
hogy a tomegaranyt és a klasszikus koncentraciot gyakran hasznaljak egymassal
felcserélve a vizes rendszerekben torténd folyamatok esetében. Az elbbi dolog
oka, hogy a tiszta viz stirtisége 3,98 °C-on 1g/cm3, ami a hagyoményos koncent-
racioban mg/l-ben és a tomegarannyal ppm-ben kifejezett értékeket azonossa
teszi. Kifejezett figyelmet kellene azonban szentelni az el6bbieknek, a tengerviz
vagy az atmoszféra esetében, ahol a ppm és a mg/l nem azonosak. A konkluzié
tehat a kovetkezs, minden esetben ellendrizni kell a mértékegységeket. Ezéltal
el is jutunk a kovetkezs alapvetd kérdéshez a dimenzidvizsgélat modszeréhez
[Socolofsky and Jirka, 2005].

18. Dimenzi6 analizis alkalmazasa az elkeveredés
jellemzésének példajan

A kornyezetben lejatszodo transzportfolyamatok esetében, gyakran akarjuk azt
megtudni, hogy milyen sokiig tart, amig egy kémiai anyag megtesz egy bizonyos
tavolsagot, illetve milyen sokiig tart egy adott koncentraciora (altalaban elirt
hatarértékre) torténd higuldsa. Ezen probléma esetében harom fizikai mennyi-
séggel (valtozoval) dolgozunk: [, az a tavolsag, amely f6l6tt a kémiai anyag mar
kellgképpen felhigul, szétterjed; D, a kornyezetbeni szérédés mértéke, az un.
diffiziés rata vagy tényezs; és a t id6. Bar eddig még definiciészertien nem ve-
zettiik be a D-t, mint a diffizié jellemzésére szolgalé mennyiségét, annyit sziik-
séges tudnunk, hogy a dimenzija [L2T 1], valamint azt, hogy a nagy D értékek
gyors elkeveredést, a kis D értékek pedig lasst kornyezetbeni szérodast jeleznek.
Az el6bbiek alapjan harom valtozonk van (I, D,t), amelyek két dimenzidval a
hosszal [L] és az id6vel [T] jellemezhetSek. Alkalmazva a Buckingham-féle m
elméletet, a kovetkezd dimenziotlan szamot kapjuk:
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(149)

A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy az igy kapott jellemzénket Peclet-szamnak
hivjak.

Ha azt akarjuk tudni, hogy a difftzi6 hatasara egy adott kémiai anyag milyen
[ tavolsagra jut t id6 alatt, akkor atrendezve és [-re megoldva az el6bbi dimenzid
nélkiili szamra létrehozott egyenletiinket, azt kapjuk, hogy: locv' D - t.

Az el6bbi egyenlet a kornyezeti aramlastan klasszikus skalazasi torvénye, és
ez az a képlet, amit szinte a leggyakrabban fogunk hasznélni jelen tananyagban.
Az aranyossagi tényezd a kiilonb6z6 geometria szerint ugyan valtozni fog, de
a skalazasi torvény érvényessége mindig megmarad. Az elbbiekbdl eredéen a
V' D -t tényez6t nevezziik a diffazié hossz léptékének.

19. A diffazié

Amint lattuk a kdrnyezetbeni dramlasok esetében az egyik alapvetd transzport-
folyamat a diffuzio. A diffazio, annak véletlenszerii természetében kiilonbozik
az advekciotdl, de ez a véletlen jelleg nem feltétleniil kovet egy adott folyadék
részecskét. A diffuzié egyik jol ismert példaja a parfiimillat szétterjedése egy
iires szobaban Ha egy parfiimds iiveget kinyitnak és az illatositoszernek lehe-
tésége van a levegSbe torténd parolgasra, akkor hamarosan az egész szobaban
érezni lehet majd a parfiim illatat. Tapasztalatbol tudjuk, hogy az illat erGsebb
lesz a kibocsajtasi forrashoz kozel és gyengébb a téavolabbi pontokban, de a par-
flim molekulainak ez a megoszlasa valdjaban a véletlen bolyongés és a turbulens
mozgas kovetkezménye. Ezek alapjan a diffizionak két alapvetd tulajdonsaga
van: az egyik, hogy véletlenszerd a természete, a méasik pedig, hogy addig in-

s st

koncentraci6-megoszlast.

19.1. A Fick-féle torvény

Vizsgaljuk meg alaposabban az el6bbi parfiim szétterjedésével kapcsolatos pél-
dankat, hogy a diffuzio kovetkeztében hogyan terjed a parfiim illata a maga-
a célunk egy matematikai Osszefiiggést levezetése, amely képes leirni ezt a szét-
terjedési folyamatot. A kovetkezSkben a Fischer et al. [1979]-es munkajiban
szerepl6 megkozelitést fogjuk alapvetéen kovetni.

Hogy a diffuziés fluxusra vonatkozo Osszefiiggésiinket levezessiik, vegyiink
példaként (30. abra) két sor molekulat parhuzamosan egymas mellett, ahol a
két sor kozotti kozépvonal az z=0. Ezen molekuldk koziil minden egyes vé-
letlenszertien mozog a hémérsékletnek (Brown-féle hémozgasnak) megfelelGen.
Didaktikai célokbol, most csak az egyik irdnyt komponenst vegyiik figyelembe a
harom dimenziés mozgasbol: mozgas jobbra vagy balra az z-tengely mentén. A
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30. abra. A Fick-féle diffuzios modell illusztralasa a részecskék egy csoportjanak
egy dimenziés, in. Brown-féle molekularis mozgasénak sematikus abrazolasa-
val. Az &bra felsé része magukat a részecskéket mutatja, az alsé rész pedig a
részecskék elhelyezkedésének megfelel$ hisztogram, amely analdg a koncentraci-
oval.

tovabbiakban definidljuk a részecskék tomegének balra torténd mozgéasat M;-el,
a jobbra torténd tomegatadodast M,-el, és annak a valoszintiségét (transzfer
rata per id6), hogy a részecskék az z=0 vonalon athaladnak, jeloljik k-val,
dimenzi6 szerint [T~1].

Egy adott §t id6 mulva a részecskéknek atlagosan az egyik fele jobbra, a
maésik fele balra 1ép. Ha részecskék térbeli eloszlasarol hisztogramokat készitiink,
azt latjuk, hogy ezen véletlen mozgas kovetkeztében a maximum koncentrécié
csOkken, mig a részecskéket befoglalo teljes térfogat novekszik (a részecskefelhd
szétterjed).

Matematikai formaban leirva, a részecskék atlagos fluxusa a bal oldali osz-
lopbdl a jobb oldaliba kM;, mig a jobb oldali oszlopbdl a bal oldaliba kM., ahol
a minusz elGjel a kitiintetett irAny meghatarozasara szolgal. Az elébbiek szerint
a részecskék netto fluxusa ¢, a kovetkezSképpen szamithato:

Az el6bbi egy dimenzios esetre az M; és az M, helyett hasznaljunk koncent-
raciokat:

M,
= 151
G dxdydz (151)
M,
= 152
C 0xdydz (152)
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ahol, §z az x tengely menti hossz, dy a mélység és a §z a magassaga minden
egyes oszlopnak. Fizikailag dx az az atlagos 1épéshossz az x tengely mentén, amit
a molekulak §t id6 alatt tesznek meg. Egy dimenziés esetben azt akarjuk, hogy
q. az x tengelyre merGleges iranyban az egységnyi feliileten keresztiil dramlo
fluxust jelképezze, igy a dy §z szorzatot egységnyinek vessziik.

Kovetkezs lépésként nézziik, meg dC/dx véges differencia formaban torténd
leirasat.

aw_6G-a_ _ M-M __ M-M (153)
dr  x,—x;  dxdydz - (x, — )  dz(x, —27)
Az el6bbi egyenlet a kovetkezs kifejezést adja (M;-M,. )-re.
ac
M, — M, = —=dzx - (z, — x) - (154)

Figyelembe véve, hogy dz = (z, — ;) és az el6z6 Osszefiiggést behelyettesitve
Gz = k- (M; — M,)-be a kovetkezs adodik.

e
4o =~k (02) - = (155)
Az el6bbi egyenlet két ismeretlent tartalmaz k-t és dx-et. Fischer et al.
(1979) szerint, mivel ¢ nem fligg egy dnkényesen felvett dx-t6l, ezért feltételez-
hetjiik, hogy a k- (5:5)2egy konstans. Ezt a adott helyzetre jellemz6 konstanst a
jovében difftzios tényezének hivjuk (D). D-t behelyettesitve az el6z6 egyenletbe
az egy dimenzids diffuzios fluxus egyenletét kapjuk.

dc
dz

Fontos megjegyezni, hogy a diffiziés fluxus egy vektormennyiség, valamint
azt, hogy mivel a koncentraci6 dimenzioja [M L3] ezért a difftzios fluxus dimen-

go =D (156)

ziojara [M L=2T~']. Hogy az 6sszes anyagaramot (tomeg fluxust) m szamitsuk,
[MT~'] mértékegységben, a difftizios fluxust integralnom kell egy feliileten (al-

talaban egy mozgésiranyra merdleges feliileten). Egy dimenziés esetben azm
szamitasa a kovetkezs.

m=A-q, (157)

ahol, A = dy - dz.
Az el6bbi egy dimenzids esetet harom dimenzidsra kiterjesztve, felirhatjuk a
diffuzios fluxus vektort egy pontra, kiilonb6z6 jeldlésekkel is.

oCc oC oC oC
0 = —D . — — — = —D . = —D .
¢ (83@’ oy’ 82) ve 0z
Azokat a diffuzios folyamatok, amelyek az el§bbi Gsszefiiggés szerint leirhatok

Fick-féele diffuzids folyamatoknak hivjuk, és az el6bbi egyenletet pedig Fick-
térvénynek.

(158)
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Hogy megkapjunk egy adott feliileten keresztiilhalado Osszes anyagaramot

( m, teljes témeg fluxust), a g-vektor normal komponensét integralnunk kell a
feliileten.

m:/q.m (159)
A

ahol, dAaz elemi feliilethez tartozé normal vektor.

19.1.1. A viz levegé hatarrétegen keresztiili diffuziés fluxus példaja

Az idében atlagolt oxigén profil C'(z) egy to felszinének laminaris alrétegében a
kovetkezs egyenlettel hatdrozhatd meg.

z
C(2) = Cun = Coa =) ef () (160)
ahol, Cy4; a vizben az aktudlis koriilmények kozotti telitettségi oxigén kon-
centricio, C; az oxigén koncentracidja a to viztestjében, § a koncentraciéra
vonatkozo hatarréteg vastagsaga, és z a vertikalis irAnyd valtozast jelols valtozo
lefelé pozitivnak értelmezve.

A toban jelenlévs turbulencia a felels a §, hatarréteg vastagsag allando
szinten tartasaért. Keressiik meg azt a kifejezést, amelynek alapjan a téba jutd
Osszes tomeg fluxust (anyagaramot) meghatarozhatjuk.

A Fick-féle torvény azt mondja nekiink, hogy az oxigén profilban jelentkezd
koncentracio x és y iranyban azonos, csak a z iranyban talalunk diffuzios fluxust,
amely a kiovetkezd egyenlettel irhato le.

dc
dz

A koncentracié gradiens derivaltja tehat sziikséges a megoldashoz, amely
jelen esetben a kovetkezd.

q> = — (161)

dc d z -2 (Csat — C)) z
i~ (v (75)) -7 o ()
(162)
A t06 felszinén a z értéke zérus, igy a difftuzios fluxus a kovetkezSképpen
szamithato.

D -2
0T

Az g, dimenzi6ja [M/(L?T)]. Azért, hogy a teljes felszinen keresztiili anyag-
aramot megkapjuk, a diffuziés fluxust szoroznom kell a t6 feliiletével, A;-el.
Ezek alapjan a teljes tofelszinen keresztiili oxigénre vonatkozé difftziés anyag-
dram megadhato.

q> = (Csat - Cl) . (163)
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| Diffuzi6s tényezd (b) | | | Difftzios tényezd (c) |
Oldott anyag — —

’ (10~%cm?/s) ‘ ’ (10~%cm?/s) ‘
oxigénOs 0,20 0,15
szén-dioxidC' O, 0,17 0,12
hidrogén-karbonat HC' O3 0,11 0,08
nitrat NOy 0,17 0,13
foszfat PO3 0,05 0,04
vas (ferri) Fe? T 0,06 0,05

6. tablazat. Néhany jellemz6 vizben oldott anyag molekularis diffizids tényez6i
standard nyomason, két hémérsékleti érték mellett (b, 20 °C-on; ¢, 10 °C-on)
forras: http://www.talknet.de/difcoef.html

D-\2
d-/m

A C) < Cypesetére, ami altalaban jellemzd, az anyagaram pozitiv, tehat a
toba iranyulo fluxust jelol.

m=A; (Csar — Cy) (164)

19.2. Diffaziés tényezd

A diffaziés tényezs elobbi definiciojabol (D = k - (62)?) lathato, hogy a D
dimenzidja [L?T~!]. Mivel a Fick-féle trvényt a molekuldk Brown-féle hémoz-
gasara irtuk fel, D egy un. molekularis diffaziés tényezs, amit néha D,,-nek
hivunk, hogy erre a speciélis tulajdonsagéara utaljunk. A D tényezs értéke, eb-
ben az esetben a molekuldk Brown féle h6mozgéaséanak intenzitasat (energiajat
és mozgasra valo szabadsagat) hivatott kifejezni. El6bbiek miatt a D fligg a
fazis milyenségétsl (cseppfolyos vagy légnemti), a hémérséklettsl és a molekula
mérettSl. Hig vizes oldatokra a D altalanos nagysagrendje 2 - 1072 m?/s; mig
a levegGben diszpergalt gazokra 2 - 107> m?/s;. Lathato, hogy 4 nagységrendi
(10%) a kiilénbség a két fazis kozott.

A kovetkezs néhany anyag (6. tablazat) alacsony sotartalmu (0,5 ppt (parts
per trillion: megadja a rendszer billio (10'2) egységében az illeté komponens
mennyiségét ugyanazon egységben)) vizes oldatanak D-tényezdit ismerteti. A
tablazatbol lathato, hogy egy adott hémérsékleten a diffazidés tényezd a mole-
kula méretnek megfelelen (nagy molekula kisebb D) +10'-szeres tartoméanyban
valtozik. A tablazat alapjan az is nyilvanvalo, hogy a D értéke a hémérséklet-
nek megfelelGen is valtozik. Egy 10°C-os hémérsékletvaltozas a D esetében egy
+2-szeres valtozast indukal. Ezeket az el6bbi megallapitasokat ugy dsszegezhet-
jik gyakorlatias néz&pontbol, hogy a gyorsabb és kevésbé akadalyozott mozgés
magasabb diffuzios tényez6t eredményez [Gribovszki, 2011].
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20. A diffaziés egyenlet

20.1. A diffazios egyenlet altalanos alakja

Bar a Fick-féle torvény a diffazios folyamatokra tekintettel ad ugyan egy kifeje-
zést az anyagaramokra vonatkozdan, azonban még mindig sziikségiink lenne egy
olyan egyenletre, ami a szétdiffundalé tomeg id6 szerinti koncentraciovaltozasait
adja meg a tér egy pontjaban. Ebben a fejezetben azt fogjuk meglatni, hogy
egy ilyen egyenlet hogyan vezethets le az anyagmegmaradés torvényébdl.

A diffazios egyenlet levezetéséhez vegyilink egy kontroll térfogatot (CV , 31.
abra). Egy adott nyomjelz6 anyag tomegének (M) idébeli megvéltozasa ebben
a kontroll térfogatban (C'V) az anyagmegmaradés térvénye szerint a kovetkezo-
képpen irhaté le.

oM . .
> = D i — Y Mot (165)
Abbol a célbol, hogy diffuzios fluxust szamoljunk a kontroll térfogatba be-
(in) és onnan kidramlé (out) anyagmennyiségek esetében, hasznaljuk a Fick-féle
torvényt, amely az z-irdnyban felirva a kovetkezét adja.

oC

Gain = —D - = ~ (166)
oC

qz,out = -D- aix ot (167)

Ahol az in és out a kontroll térfogatba belépd és kiléps felszineken vannak.

Hogy az osszes anyagaramot ( m) megkapjuk a difftziés fluxust (q,) meg
kell szoroznunk a kontroll térfogat (C'V) megfelels feliiletével (A = dy - dz).
A kovetkez6 egyenlet szerint kaphatjuk meg a nett6 anyagaramot (anyagaram
valtozést) az x-irdnyban,

5mx:_D.5y.5Z.<aC oc

- — 168
81: ax out) ( )

Hogy folytathassuk, egy modszert kell taldlnunk, aminek a segitségével kife-
jezhetjiik a 9C/0x tagot a kilépd,out felilleten. Ehhez a feladathoz hasznaljuk
a lineéris Taylor sorba fejtést, mint egy fontos lineédris approximacios fiiggvényt.
A Taylor sorba fejtés altalanos forméaja a kovetkezs:

n

F)=7F(mo) + o2

ahol a HOTs feloldasa higher order terms, magyarul magasabb-rendd tagok.
A 0C/0x-et helyettesitve az f(z) helyére a Taylor sorban adodik,

a(ac

2o - 0x + HOTs (169)

ac
or

e

out 5‘:5

9z \ or

) -6z + HOTs (170)

n mn
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®,0n 5z = yout

dy

-y 0%

31. dbra. A diffuzios egyenlet levezetésénél hasznalt differencialis kontroll tér-
fogat [Socolofsky and Jirka, 2005, nyomén)]

A Taylor sorba fejtés linearis valtozatanal elhanyagoljuk a HOTs-t. Az el6bbi
egyenletet behelyettesitve a netté anyagaramra vonatkozd egyenletbe 168 és a
helyettesités utan is megmaradé in kifejezést elhagyva a kdvetkezét kapjuk:

2

C bz (171)

dmgy =—D -8y -6z - 5
x

Az y és z irdnyokban a kontroll térfogaton keresztiilaraml6 netté fluxusokat
hasonloképpen szamitjuk:

oe

dmy =—D -z -0z o -0y (172)
. 0*C
5m2:—D~5x-5y~?~52 (173)
z

Miel6tt a kapott eredményeket a fejezet elején 1évé anyagmegmaradésra vo-
natkozo (165) egyenletbe behelyettesitjiik, szintén at kell konvertalnunk az M
tomeget koncentracioba, felhasznalva, hogy M = C-dx - dy - 6z. A koncentraciot
( C) és a netté6 anyagaramokat ( dm) behelyettesitve az anyagmegmaradasi
egyenletbe a harom dimenziés diffizios egyenletet kapjuk (amely kiilonboz6 je-
l6lésrendszereket is felhasznélva) a kovetkezSképpen néz ki.

aC 2’C  9*C  9*C *C
— =D- =D-V’C=D - — 174
ot (aﬁ * oy* M af) Ve dx2 (174)

2
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Az egyenlet a kornyezetben lejatsz6do transzportfolyamatok egyik alapegyen-
lete.

20.2. Az egy dimenziés diffizidés egyenlet

Egy dimenziés esetben az y és z iranyd koncentracié gradiens zérus és megkapjuk
az egy-dimenzids diffaziés egyenletet:

oc_, e
ot oz

Alljunk meg egy pillanatra az el6z6 egyenletnél, hogy ramutassunk néhany
kulesfontossagu dologra.

(175)

— El6szor is az egyenlet, az id§ szerint, elsGrendd differencial egyenlet, te-
héat a megoldashoz el kell latnunk egy kiindulasi feltétellel. A megoldasa
nempermanens, masképpen instacioner, amely szavak azt jelentik, hogy
idében valtozo. Azért, hogy a permanens vagy méas néven stacioner meg-
oldast kapjunk az egyenlet bal oldalan a 9C/0t tagot egyenlévé kell tenni
zérussal, és ebben az esetben a megoldas nem is igényel kiindulasi feltételt.
A stacioner megoldasa az egyenletnek maga a jol ismert Laplace-egyenlet.

— Masodszor az egyenlet térben mésodrend, igy két hatarfeltételt igényel,
és a kapott megoldas a térben valtozo.

— Harmadrészt az egyenlet forméaja teljesen megegyezik a hivezetési egyen-
lettel, ahol a D diffuzios tényez6t a x hévezetési tényezs helyettesiti. Ez
az észrevétel jol egyezik avval az altaldnos benyomassal, hogy a hé a meleg
helyekrdl a hideg helyek felé vezetddik tovabb (diffundal), éppigy, mint

is fontos, mert a hdévezetés egyenletének szdmos megoldasa méar ismert
[Socolofsky and Jirka, 2005]. Az el6bbi analogia egyébként a felszin alatti
szivargasi folyamatokkal is fennall, ahol a D helyére a k, szivargasi tényez6
keriil, a C' koncentraciot pedig a h hidraulikus nyomaés helyettesiti.

21. Az egy dimenziés diffaziés egyenlet hasonl6-
sagi alapon torténé megoldasa

Mivel a diffazios egyenletnek, mint lattuk kiemelt fontossaga van a kérnyezetben
lejatsz6do transzportfolyamatok terén, a tovabbiakban részletesen taglaljuk az
Osszefiiggés egy dimenzios esetének egyik megoldasi modjat. Az egyenlet sokféle
megoldasi lehetdsége koziil a [Fischer et al., 1979] altal leirt metodust fogjuk
kovetni. A megoldas az un. hasonlosagi analogiat kovetjiik, abbol a célbdl,
hogy demonstralhassuk az anyagban korabban megismert dimenzi6é analizist.
Vegyiink egy az egy dimenzids probléma érzékeltetése céljabol egy keskeny,
végtelen csovet, r sugarral (32. dbra). M tomegt jelzGanyagot injektalunk a csé
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32. dbra. Az egy dimenzios tiszta diffizié esetének abrazolasa egy végtelen
cs6ben [Socolofsky and Jirka, 2005, nyoman]|

A = 72 . 1 keresztmetszetébe egyenletes eloszlasban az = 0 pontban a t = 0
idopillanatban. A jelzSanyag kiindulé iddpillanatban vett szélessége infinitezi-
malisan (végteleniil) kicsi. A megoldast az idébeli véaltozasokra tekintettel, a
molekularis diffuzié folyamatat egyediil figyelembe véve keressiik, a jelzGanyag
x-irdnyu szétterjedésnek esetére.

Mivel egy egy dimenzios (9C /9y = 0 és 0C/dy = 0) instacionarisus (nem-
permanens) difftziés probléméank van, a vezérls egyenletiink megoldéséhoz sziik-
ségilink van két hatar és egy kiindulési feltételre.

Hatarfeltételként tegyiik fel, hogy a koncentracié értéke a 4oo-ben zérus
értéken maradnak.

hatar feltételek : C(£oo,t) =0 (176)

Igaz ez a feltétel, hiszen nem lehetséges, hogy barmelyik nyomjelzé molekula
eléri majd a végtelent (definicié szerint ugyanis a végtelen nem elérhetd).

A kiindulasi feltétel az, hogy a nyomjelz6 anyagot a keresztszelvényben egy-
ségesen eloszlatva juttatjak be egy végtelen kicsiny z-irdnyban értelmezett szé-
lességben. Azért, hogy le tudjunk irni egy ilyen kiindulasi feltételt, segitségiil
kell hivnunk az un. Dirac-delta fiiggvényt (6(x)). A kiindulasi feltételiink igy a
kovetkezs alakot olti.

kiinduldsifeltétel : C (x,0) = (M/A) - 6(x) (177)

ahol, a d(z) mindenhol zérus értéki, kivéve az x = 0 pontban, ahol végtelen
nagysagu, de ugy hogy az integrélja ebben a pontban —oo-t6l +o0-ig 1-et ad.
Elébbiek alapjan az Osszes bejuttatott anyagmennyiség a kdvetkezs egyenlettel
adhat6 meg:

M= [, C(z,t)dV
= [T (M) s (x) 2w dr - da (178)
=M - QED
A tovabbiakban, hogy hasznélhassuk a dimenzié analizist meg kell vizsgal-
nunk minden megoldast befolyasoldé paramétert. A 7. tablazat Osszegzi azokat
a fiiggd és fiiggetlen valtozokat dimenzidikkal, melyek a megoldéasra var6 egy
dimenzios, diffazios probléméanknal megjelennek.
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\ Valtozo \ Dimenzio

Fiiggs valtozo C ML™3
M/A ML -2
2p—T1
Fiiggetlen valtozo i L g
t T

7. tablazat. Az egy dimenzids cs6ben lejatszodo diffuziot befolyésold véltozok
és azok dimenzi6i

A tablazat szerint 5 fizikai mennyiségiink (n = 5 valtozoénk) van és 3 dimenzi-
onk (r = 3 fizikai alapmennyiségiink), ezek alapjan a kovetkezs két dimenziotlan
csoportot, képezhetjiik.

C
T = W (179)

Ty = (180)

vD-t
A dimenzi6 analizis segitségével a w1 = f(n2) fliggvényt kell meghatéroz-
nunk, amely alapjan a C-t kifejezhetjiik.

ahol, az f egy még ismeretlen fiiggvény 72 argumentummal. Az el6z6 egyen-
letet hasonlosagi megoldasnak hivjak, mert C-nek hasonl6 alakja van z-ben min-
den t id6re A kovetkez§ feladatunk, hogy meghatarozzuk az f fiiggvény alakjat.
Az f fuggvényt alapvetSen kétféle uton talalhatjuk meg.

— Az elsé esetben kisérleteket kell végrehajtanunk és a kapott 71 és w2 ada-
tokat koordinataparként hasznélva a leginkadbb simulé gorbe illesztésével
juthatunk el az f fiiggvényhez.

— A masodik lehetdség, hogy az el6z6 egyenletet egy differencidlegyenlet
megoldasaként hasznéljuk fel és az f fliggvényt analitikus megoldés alap-
jan hatarozzuk meg.

Ezt az utobbi utat kévetve és a hasonlosagi megoldast alkalmazva, az eredeti
parcialis differencidl egyenletet (PDE) egy kozonséges (ordinary) differencial
egyenletté (ODE) alakitjuk at, ami tulajdonképpen mindegyik parcialis diffe-
rencialegyenlet megoldasi médszer célja.

A hasonlésagi megoldas valdjaban csak egy koordinata transzformécio. Meg
kell hivnunk egy 1j hasonlosagi valtozot az n = /v D - t -t. Ahhoz, hogy a fenti
egyenletet be tudjuk helyettesiteni a diffizids egyenletbe, sziikségiink van még
az n (éta) két derivaltjara.

on _n

EriY: (182)
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an 1
— = — 183
9~ D (183)

Els6ként hasznéljuk a lanc szabalyt, a W szamitasahoz.

90 = & |l F ()]
_ 9 of @
— ot [A m} f(77)+ Ax]\//li an o (184)
— _ M . 1.y M_ | 9f n
A. ( 2) t A\/i on ( Qt)
8f

&

ﬁ

“y DT f+’7

Ugyancsak a lanc szabalyt hasznéljuk, a 279 szamitasahoz.

el 8 |8

57 = o |ox (A.ym'f(n))}
o
oz

M__ 9n 0f
A+D-t Ox 0n (185)
_ M L O%f
~ ADtvDt On?

Az utébbi két sszefiiggést (25 5 €s ‘gf 6) a diffuzios egyenletbe

behelyettesitve, egy kozonséges differencidlegyenletet kapunk 7-ra.

rr 1 of
a7 <f+ an> 0 (186)

Hogy meg tudjuk oldani az el6z6 egyenletet, a hatarfeltételeket és a kiindulési
feltételt at kell alakitanunk az f fiiggvénynek megfelelGen.
Az n-t behelyettesitve a hatarfeltételekbe a kovetkezs adodik.
Tégi hatdrfeltételek' C (fo0,t) =0

v (T (mtoc)
ij hatdrfeltételek f(+oo) =0
A kiindulasi feltétellel hasonloképpen eljarva, n behelyettesitésével a kovet-
kez6hoz jutunk.

régi kiinduldsi feltétel: C (z,0) = & - 5(z)

_ M,
A vD f( )(t 0 A 0@)
atrendezve a fenti egyenletet

f(\/%)(tzo) = Dt(;(x)(t:())

Az egyenlet bal oldala +oo-t ad ha > 0 és —oo-t ha z < 0. A jobb oldal
mindig zérus, hiszen a v D - t- tag mindig zérust ad ¢ = 0-ra. Az el6bbiek szerint
a kiinduléasi feltétel a kovetkezére redukalodik.

ij “kiinduldsi” feltétel f(+£oo) =0

Ezek szerint az eredeti parcialis differencial egyenletiink harom feltétele (két
hatar és egy kiindulasi feltétel) az f-re felirt kozonséges differencial egyenlet
esetében két hatarfeltételre redukalodik.
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Egy masik kényszerként lépbe az M tOomeg fix értéken tartasa, a tomeg-
megmaradasi egyenlet szerint (M = [{, C(x,t)dV). A dz = dn-vD -t tagot
behelyettesitve az tomegmegmaradasi egyenletbe egyszertsitések utan kapjuk.

“+o0
/ f(n)dn =1 (187)

— 0o

A 186 egyenlet megoldasa igényel egy kapcsolt integralast. Elgszor at kell
rendezniink az egyenletet a kovetkezs azonossagot felhasznélva.

d(f -n) df
= - —_ 1
a f+m a (188)
Az el6bbit 186-re alkalmazva adodik.
d [df 1
— | L. f.opl = 1
L g0 =0 (189)
Az el6bbi kifejezést egyszer integralva kapjuk:
af 1
Ly f.p= 1
g =0 (190)

Lathato, hogy Cy = 0-at szilikséges valasztani a hatarfeltételek kielégitésé-
hez. Valasszunk tehat Cy = 0-at és értékelve a megoldast, azt kapjuk, hogy
az egyenletiink igy megfelel a hatarfeltételeknek (Id. a részletesebb levezetést
[Socolofsky and Jirka, 2005] Appendix A) vagyis f(£oo) = 0.

Coy = 0 esetre homogén kozonséges differencialegyenlethez jutunk, amelynek
a megoldasa konnyen megtaladlhatd. Az el6z6 egyenlet bal oldalanak mésodik
tagjat atrendezve kapjuk.

df 1
2 f. 191
a3l (191)
Mivel szeparalhato differencidlegyenletrdl van szo, az Gsszetartozé f és n
tagokat azonos oldalra rendelve adodik.
af 1
2 —_Z.p.d 192
7 5 1 dn (192)
Mindkét oldalt integralva kapjuk.

n(f)= LT e (193)

2 2
Atrendezve és mindkét oldalt exponencialis hatvanyra emelve adodik.

f=Ci-exp (—T) (194)

Ahhoz, hogy C1-et megtalaljuk, hasznalnunk kell a korabban megadott fj;o f(mdn

1 feltételiinket. Ez azért sziikséges, mivel bevezetiink egy M paramétert és azt
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szeretnénk, ha a koncentraci6 gorbe alatti integral visszaadna nekiink az Osszes
bejuttatott tomegiinket. Ezt a segédfeltételt ( f_Jr;o flnp)dn = 1) felhasznélva
f-re a kovetkezs adodik.

+oo 772
Cy - exp (—4) dn=1 (195)

— o0

Az integral megoldasahoz, integral tablazatban talalhato azonossagot kellene

felhasznalnunk, ezért még egy transzformaciot kell eszkézolniink a valtozoknal,

hogy az i—et eltavolitsuk az exponenciélis fiiggvény kitevsjebol. Igy bevezetjiik
a ¢ (zéta) valtozot, amely n-val a kovetkezSképpen fiigg Gssze.

=g’ (196)

2-d¢=dn (197)
A n ~ ¢ koordinata-transzforméciot és C1-re megoldva a kovetkez6t kapjuk.
1
T2 e (<) dC
Az integral tabldzatban a megfelel azonossidgot megkeresve, C; = ﬁ .
Ezt az azonossagot 194-be visszahelyettesitve kapjuk.

fn) = ﬁ - exp (T) (199)

Az f fiiggvényt a kordbban kapott hasonlosagi megoldasba (181) helyette-
sitve és az n = x/v/' D - t transzforméciot alkalmazva a C-koncentraciora adodik.

G (198)

M z2
Cz,t) = ——- - 200
(@,1) AN4-7w-D-t exp( 4~D~t> (200)

Az el6bbi Gsszefiiggés a kornyezetben lejatszodo transzportfolyamatok egyik
klasszikus egyenlete, amelyet ezen tananyagban szamos helyen fogunk hasznalni.
Az egyenlet altaldnositasa harom dimenziéra t a kovetkezd.

2

x z

M 2
Cla,t) = -exp(
4-m-t-\/A-7-D, D,-D, -t

(201)
A megoldashoz a valtozok szepardlasinak modszerével juthatunk [Fischer
et al., 1979].

87

y2
" 4-D,-t 4-D,-t 4-D,-



21.1. A maximum koncentracié meghatarozasa

A koncentraciora vonatkozd 201. egyenlettel megadott pillanatszeri és pont-
szeri szennyezés esetét vizsgalva keressiik meg a maximaélis koncentracié helyét.

A klasszikus megkdzelités egy fliggvény maximumanak megkereséséhez, hogy
a derivalt fliggvény zérushelyeit keressiik. Sok koncentréacié eloszlas esetében
egyszertibb azonban, ha alaposan szemrevételezziik az egyenlet funkcionélis for-
majat. A pillanatszerd-pontszeri szennyezés formaja a kovetkezs.

Clx,t) = Ca(t) - exp (= [ f (2, 1)]) (202)

A C; Gn. amplifikicios (er6sits) faktor fiiggetlen a helytdl. Az exponencialis
tagnak negativ kitevGje van, ami azt jelenti, hogy a maximum akkor jelentkezik,
ha az exponencidlis kitevében zérus van. Innen a maximum koncentracié helye
adodik.

Crnaz (t) = C1(t) (203)
A koncentraciora vonatkozd megoldasra alkalmazva a kapott eredményt.

B M
47t /A7 D, D, D, 1

Crmax (1) (204)
A maximalis koncentracié, abban a pontban jelentkezik ahol az exponenciélis
tag zérus, ez pedig az el6bbi esetben a kovetkezs: 2(cmaq) = (0,0,0).

21.2. A hasonlésigi megoldas interpretacidja

A C(x,t) = M%Dt - exp (—f—;_t) egyenlet abrazolasa (33. abra) egy M =1
ésD = 1/4 esetre azt mutatja, hogy a kezdeti elméletileg egy pontban témoriils
anyag hogyan oszlik el a térben az id6 fliggvényében, ill. hogy megforditva
a folyamatokat a Gauss-féle eloszlas milyen gyorsan redukélodik a Dirac-delta
fliggvényre.

Ha az egy dimenziés megoldast, dimenzidémentés térben abrazolva Gsszeha-
sonlitjuk a Gauss-féle normaélis eloszlas strtségfiiggvényével kijelenthetjiik, hogy
az egyenlet dbrazolasaval a Gauss-féle haraggorbét kapjuk o-szoréssal, ahol a
szorasnégyzet, a kovetkezd.

0?=2-D-t (205)

Az 6n hasonlésig koncepcidja az elGbbiek alapjan most szintén evidensé
valik: a koncentracié profil alakja mindig Gauss-i. Dimenziémentes térben &b-
razolva az Osszes profil egy egyszertd alap profilra alakul vissza, igy a profilok
minden ¢t > 0 id6re a 34. 4bra szerinti alakot kovetik.

A Gauss-féle normalis eloszlast arra is tudjuk hasznélni, hogy el6rejelez-
ziik a jelzSanyag (vagy szennyezSanyag) mennyiségét egy bizonyos régioban.
Az34.4bra tanulmanyozva szembetiinik, hogy a jelz6anyag z6me a horizontalis
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33. abra. A Gauss-féle normaélis eloszlas redukéilodasa a kezdetben egy pontban
tomorils jelzGanyag tomeg ,spike” irdnyaba (M—=1 és D—=1/4 értékek mellett)
[Fischer et al., 1979, nyoman]|
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34. dbra. A pillanatszerd, pontszerii forras egy dimenziés diffuziojanak énazonos
megoldasa végtelen domainban dimenziémentes formaban abrazolva [Socolofsky
and Jirka, 2005, nyomén)|
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tengelyen -2 és +2 értékek kozott jelenik meg. A Gaussi normal eloszlasra vo-
natkozo6 tablazatok (barmely statisztika konyvben rendelkezésre all) alapjan az
el6bbi megallapitasunkat szamszertivé is tehetjiik. Pl. +¢ tartomanyban a jel-
z8anyag 64,2%-a talalhaté meg, mig a +20 tartoméanyban mar az adott anyag
95,4%-4at lelhetjiik fel. A mérnoki 6kol szabaly tehat a kovetkezs, egy diffazios
folyamatokkal szétterjedd vizsgélt jelzGanyag (szennyezSanyag) jellemzGen egy
4o szélességl régioban oszlik meg, amely régio széle a koncentracié maximumtol
+20tavolsagra talalhato.

21.3. A koncentracio eloszlas alakja és az 6nazonossaga

Az egy dimenzios pillanatszert pontszerii forrds megoldésa alapjan lathato, hogy
a C/Cpax ardny egy egyszeri « (definidlva x = o - o) paraméter fiiggvényében
megadhaté. Nézziikk meg, hogy az elébbi észrevétel segitségével hogyan szamit-
hatjuk ki a diffuzios tényez6t a koncentréacio profil adatokbol.

A korabbiakbol tudjuk, hogy a maximum koncentrici6é egy egydimenzios

pillanatszertd, pontszerd forras esetére a kovetkezSképpen adhatdé meg Cnur =

2 2
A-\/%' AC(x,t) = A«\/% -exp (—ﬁ) egyenlet atrendezve ezek alap-

jan a kovetkezé adodik.

C(z,t) x?
- — 2
C(mam,t) <P < 4-D -t (206)

Az el6bbi egyenletbe behelyettesitve o =2 - D -t és az x = « - o Osszefiig-
géseket kapjuk.

C a?
o= exp (—2) (207)

Ebben az egyenletben csak az « paraméter sziikséges a C szamitdsdhoz,
amely a szoras alapjan torténik a tomegkozépponttol (legnagyobb koncentra-
ci6 helye) valo tavolsagot igy jellemezve. Az el6bbi kifejezés nagyon tisztan
illusztralja az 6nhasonlosagot: a C/Chq, arany mindig ugyanazt az értéket ve-
szi fel egy adotta - o-val jellemzett helyen, fiiggetlenil az id6tdl (), a beadagolt
mennyiségtSl (M), vagy a difftzios tényezs (D) értékétol.

Az el6bbi Gsszefiiggés nagyon hasznos a diffazios tényezs szamitasdhoz. Na-
gyon gyakori, hogy nem tudjuk pontosan a beadagolt M értéket (vagy pont
ezt akarjuk visszaszamitani), azonban mindig van lehet&ségiink normalizalni az
egy adott id6ben mért koncentracioprofil (a 33. abran lathato kiilonb6z6 ids-
pillanatokban) értékét a Ci,q.(t) felhasznalasaval. A normalizdlast kovetGen
valasszunk egy « értéket, mondjuk 1,0-4t. Az el6z6 egyenlet alapjan kiszémit-
hato, hogy aC/Chae = exp(—1/2) = 0,61 az x = 1 - o helyen. A kovetkezd
lépés, hogy a kimért koncentracioprofil alapjan meghatirozzuk azt a helyet,
ahol C/Cipar = 0,61 és ezzel az x koordinataval meghatarozzuk o -t. Végiil
felhasznaljuk az 0 = /2 - D - t Osszefiiggést, valamint at ismert értékét, és ezek
alapjan becsiiljikk a D diszperziés tényezst.
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rész VIII
Advektiv diffiziés egyenlet

Bevezetés

A természetben a transzportfolyamatok az advekcios és diffuzios folyamatok
kombinaciojan keresztiil valésulnak meg. Ha a diffuzids egyenletiinket kiegé-
szitjiik az advekcids taggal, akkor az un. advektiv diffazios egyenletet kapjuk.
Az advektiv difftizios egyenlet, mint parcialis differencial egyenlet kiilonb6z6 jel-
lemz§ geometriai és a szennyezGanyagra vonatkozo hatar és kiindulasi feltétel
mellett hasznalhaté klasszikus mérndki problémék kezelésére.

22. Az advektiv diffaziés egyenlet levezetése

Az advekcio koncepciondlis jellemzése céljabol vegyiik a folyadék csébeni, 1D
aramléasaval kapcsolatos példat. A csében az aramlas hatasa nélkiil, a beinjek-
talt nyomjelzé mindkét irdnyban egyenlé mértékben terjed, Gauss-féle eloszléast
leirva az id6ben. Ha megnyitunk egy szelepet és engedjiik, hogy a viz a csGben
aramoljon, azt varjuk, hogy a nyomjelzé anyagfelhd tomegkdzéppontja az atlag-
sebességgel mozogjon a cs6ben. Ha a koordindtarendszeriinket az atlagsebes-
séggel mozgatjuk és viszkozitas-mentes dllapotokat feltételiink, akkor a jelenség
kinézete teljesen hasonl6 lesz az el6z6 fejezetben tapasztalthoz. Az Uj mozgd
koordinatarendszer térbeli koordinataja (n) a kovetkezSképpen jellemezhetd:

n=x— (xg+vt) (208)

ahol, z(, a nyomjelzé befecskendezési helye, v, az aramlas atlagsebessége, és
v -t az a felh§ kozéppontja altal megtett tavolsag a t id6 alatt.

Ha az n-t behelyettesitjiik az x helyébe a diffuzios egyenlet kordbbi stagnélo
kornyezeti feltételek melletti megoldasaba, akkor a kovetkezét kapjuk.

M —(x — (20 + v-1))?
AinDi P ( 4Dt > (209)

A megoldasunk tesztelése céljabol sziikségiink van az advektiv diffuzios egyen-
letiink megoldaséra és azt a megoldéast hasonlithatjuk majd a most kapotthoz.

C(z,t) =

22.1. Az alapegyenlet altalanos alakja

Az advektiv diffazios egyenlet levezetése a szuperpozicio elvén alapszik: az ad-
vekcio és difftzio Gsszeadhatoak mivel linedrisan fiiggetlenek egymaéstol. Hon-
nan tudhatjuk, hogy az advekci6 és diffuzio linearisan fiiggetlen folyamatok? Az
egyetlen ut, ahogyan fiigghetnek egymastol, ha az egyik folyamat visszacsatol
a mésikhoz. Az el6z8 fejezet alapjan lathato, hogy a diffuzié egy molekularis
mozgasnak megfelel§ véletlen folyamat. A difftzios mozgassal, minden egyes
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35. abra. Atfolyassal rendelkezs kontroll térfogat sematikus abréja [Socolofsky
and Jirka, 2005, nyomén)|

molekula dt id§ alatt vagy egy lépést jobbra vagy egy lépést balra tesz meg
(+6t). Az advekcio altal minden egyes molekula v - 0t tavolségra elmozdul fo-
lyasirdnyban. Ezek a folyamatok tisztan additivak és fliggetlenek. Az atfolyés
nem okoz zavart annak a valoszintiségében, hogy a molekula a diffuziv lépést
jobbra vagy balra fogja megtenni, inkabb csak hozzdad valamit az adott lépés-
hez. A molekula netté6 mozgasa a kovetkezd azonossiggal jellemezhetd.

v-ot £z (210)

Az x irdanyban értelmezett fluxus (J;) beleértve az advektiv transzportot és
a Fick-féle diffuziot megadhato.
oC

Jy=vCH+¢q,=vC—D— (211)
Ox

Feladatként hagyjuk az olvaséra, hogy ellendrizze vajon az v - C' a megfelel§
forma —e az advekcio leirasara (hasonlitsuk 6ssze az v - C' és a ¢, dimenziojat).

Amint az el6z6 fejezetben is tettiik kombinaljuk egymaéssal a fluxusra vonat-
kozo Osszefiiggést és az anyagmegmaradas torvényét létrehozva igy az advektiv
diffuzios egyenletet. Vegylink egy kontroll térfogatot (35.abra), ahogy korabban
is, de most legyen egy keresztiranyu sebességiink is, 0(vs, vy, v;).

Az egyenlet levezetése soran ugyancsak Fischer et al. [1979] eljarasat fogjuk
alkalmazni. Az anyagmegmaradas tOorvényét alkalmazva a kontroll térfogaton
keresztiilaramlé netto (ereds) fluxus a kovetkezképpen szamithato.
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%4 =D Min— Y Mout (212)

Az x irdnyban megadva az el6bbi Osszefiiggés a kovetkezs.

dmy = (’U-C - D~80) -0y0z — <’U-C — D~8C> -0y0z (213)
or /, dx )y

Amint korabban is, hasznaljuk a Taylor-féle sorba-fejtést a linearis tagig és
kombinaljuk a két fluxust. Elszor az advekcios tagra.

0-Cy —v-Cy = v-Cy — <v-01 + (‘9 (”C)>l-5m) =000 s (21

ox ox

Késsbb a diffuzios tagra.

_(D'%%)1 + (D'?’Tg)z =

2 215
(D), + (D), + & (D) 00) = D855
Az el6bbi tagokat az x irdnyu anyagaram egyenletébe beirva.
_ 2
omy = Mﬁxayaz + D~3—€~5$6y82 (216)
or Or

Az y és z irdnyt anyagaramok hasonléak, de v, és v, sebességkomponensek
segitségével irhatok fel.

-9 (v0) °C
~ =0(v0) 0*C
om, = T@Z&L’ay + D'ﬁ'aZ&Uay (218)

A %—A{I = > My, — > Moy egyenletbe behelyettesitve az el6bbieket és M
helyébe a C-§z0y0z értéket beirva és az egyszertsitéseket elvégezve adodik.
oC
s V- (9-C) = D-V*-C (219)
Einstein-i jel6léseket alkalmazva.

ot or;  Ox2

Az el6bbi egyenlet a kivant advektiv diffuziés egyenlet (AD). A tananyag
késbbi részében gyakran hivatkozunk majd erre az Gsszefiiggésre.

Erdemes megjegyezni, hogy az egyenlet implicit modon feltételezi a D kons-
tans voltat, amennyiben azonban valtozé D-rél beszéliink az egyenlet jobb oldali

része a kovetkezd alakot Olti.
0 ocC
— | D; i+ — 221
axi ( J 6371) ( )
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22.2. Pontszert szennyezés esete, mint egy lehetséges meg-
oldas

Hogy ellendrizziik vajon az eredeti feltételezésiink helyes volt-e az AD egyenlet
megoldasanak alakjara vonatkozéan, helyettesitsiik a mozgd koordinatarend-
szerre vonatkozo koordindta-transzforméciot az egy dimenzios AD egyenlet,
alabb megadott alakjaba. Egy dimenzios esetben az v = (v,0,0) és nincs kon-
centraci6 gradiens y és z irdnyokban.

aC 9 (vC) 02C

— =D- 222
ot ow 87 (222)
A mozg6 rendszerre vonatkozo koordinédta-transzformécionk a kovetkezd.
n=xz— (zo+vt) (223)
T=t (224)

Az el6bbi két egyenletet kell behelyettesiteni a 2 + 8(”0) =D- ‘?;g -be, majd
alkalmazni kell a lancszabalyt a kovetkezGképpen.

oC 9t 4 9C 9n 9C 9n 4 9C ot | _
mm*am%*”(aa*a =

O (225)
9 9 9 or ac @ ac or
D- (an o+ m%) ' (m% t % ox
A gziikséges egyszertsitéseket (% =0, % =1, % = —v, % =1, = é)
elvégezve az egyenlet a kdvetkezs forméra redukalédik.
oC 0*C
D - 226
or on? (226)

Az el6bbi egyenlet pedig azonos az egy dimenzids diffuzios egyenlettel, amely-
nek megoldasa az n es 7 koordinatak mellett pillanatszert pontszertd forrast
figyelembe véve.

C(z,t) M. ( —° ) (227)
) = - €X
Avir D7 P\4Dr
Visszakonvertalva az = és t koordinatakat az eredetileg feltételezett alaku
egyenletet kapjuk.

ot —(z — (w0 + u.t))2> (228)

M
= ————ex
ANA4-m-D-t P ( 4-D-t

Tehat az eredeti feltételezésiink a szuperpozicidés megoldasra helyes volt. A
kovetkezs 36.4bra szemlélteti az AD egyenlet megoldasat harom kiilonb6z6 egy-
mast kovets (t1, to,t3) id6pontban.
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36. abra. Az AD egyenlet egy dimenziés megoldasdnak sematizalt megoldasa
harom idSpontra. A pontozott vonal a maximum koncentraciok értékeit mutatja
a szennyezSanyag, f6 aramlés szerinti mozgasanak iranyaban [Socolofsky and
Jirka, 2005]

22.3. Osszenyomhatatlan folyadékra val6é értelmezés

Osszenyomhatatlan folyadék esetében a %—?—i—% =D:- g;cz egyenlet egyszerii-

sithet§ a tomegmegmaradasi egyenletnek a kérnlyezetben el6fordul6 folyadékra
val6 alkalmazasanal. Osszenyomhatatlan folyadék esetében a stirtiség mindenhol
allando6 és a tomegmegmaradési egyenlet a kontinuitési egyenletre redukalodik
[Lajos, 2008].

V=0 (229)

Ha a szorzat derivalasi szabalya szerint kifejtjiikk az AD egyenlet advektiv
tagjat, akkor a kovetezét irhatjuk.

V- (v-C) = (V-0)-C+7v-(V-C) (230)

A kontinuitési egyenlet ismeretében, a kontinuitési egyenletet alkalmazva a
jobb oldali els6 tagra, (V-0) -C = 0 adodik. Ezek szerint az Gsszenyomhatatlan
folyadékra az advektiv-diffuzios egyenlet a kdvetkezd forméat olti.

oc
ot
Vagy Einstein-i jel6léseket alkalmazva.

+ - (V-C) = D-V2.C (231)

oC oC o0*C

ot (9331 n 8.131'2

Az advektiv-diffuzios egyenletnek ez az elgbbi forméja az, amit a leggyak-
rabban fogunk hasznalni a tovabbiakban.

(232)
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22.4. Alkalmazassal kapcsolatos szabalyok

Alljunk meg egy kicsit az anyag targyalasaban, hogy néhany észrevételt tegyiink
az AD egyenlettel és megoldasaival kapcsolatban.

Elsgként a 36. dbran lathatd megoldés egy olyan példat mutat, ahol a diffa-
zi6s és advektiv transzport koriilbeliil egyarant fontos. Ha az dramlas erGsebb
lett volna (nagyobb 7), a jelzGanyag-felhének kevesebb ideje lett volna, hogy
széterjedjen és minden egyes t;-re vonatkozban az abran lathaténal keskenyebb
alakot vett volna fel. Forditva, ha a diffuzios lett volna gyorsabb (nagyobb D),
a jelzGanyag-felh$ jobban szétterjedt volna két kiilonbo6z6t; idépont kdzdtt és
a koncentracioprofilok jobban atfednének. Az elgbbiek alapjan latjuk, hogy a
diffizi6é versus advekcié dominancia a ¢, a D és a v fiiggvénye. Fejezziik ki ezt
a tulajdonsigot a dimenziénélkiili Peclet-szammal.

D
V2t
Egy adott folyasirany szerinti helyre (pl. keresztszelvényre egy vizfolyasnal)
a kovetkez6 adddik [ = v - t-t felhasznéalva.

Pe = (233)

D

Pe = —
¢ v-l

(234)

Ha aPe>>1 akkor a diffazié a dominans és a felh$ gyorsabban terjed szét,
mint ahogy folyasiranyban lefelé mozog. Ellenben ha a Pe<1, akkor a folya-
mat az advekci6 altal vezérelt és a felhé gyorsabban mozog lefelé, mint ahogy
szétterjed. Fontos megjegyezni, hogy a Peclet-szam fiigg attol, hogy milyen a
vizsgalt térbeli skila kiterjedése. ,Nagy” tavolsdgokra és idékre a Peclet-szam
kicsi lesz és az advekciés folyamat lesz dominans.

Masodik szabalyként elmondhatd, hogy a maximum koncentracié csokken
aramlasi irdnyban a diffuziés folyamatnak megfeleléen. A 36. abra a jelzGanyag
felh6k maximum koncentraciéit is mutatja, ahogy a felh6 mozog aramlasi irany-
ban lefelé. Ez a maximumokra vonatkoz6 burkolégorbe akkor kaphaté meg, ha

a C(x,t) = T i\_{er_{exp (7("”7852“”)2) egyenlet exponencialis tagja éppen
1,0 (vagyis az exp fiiggvény hatvanykitevéjében 0 van). Egy dimenzios esetben

a maximum koncentracié csokkenése a kovetkezd aranyossag szerint jelenik meg.

Crnas (t)oc% (235)

Két és haromdimenziés esetben az Osszefiiggés alakja szintén megadhato.
Két dimenziés formula,

Cmaz(t)m% (236)

és harom dimenzios eset

(237)
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A harmadik figyelemre érdemes dolog, hogy a diffuzios és advekcios skalakat
gyakran hasznélhatjuk arra, hogy egyszertsitsiik az egyenleteket és kozelitéseket
alkalmazzunk. Az egyik legfontosabb kérdés mérnoki szempontboél, hogy: Egy
adott egyenlet illetve kozelités mikor alkalmazhat6? szennyezGanyag transzport
esetében a kérdés altalaban megvalaszolhaté Osszehasonlitva a jellemzd advek-
cios és diffuzios hossz és idGbeli skalakat az adott probléma hossz és idGbeli
skalaihoz. Advekcio esetében ( a also indexel), difftzié esetében (dalséd indexel)
jelolve a jellemzg skaldkat a kovetkezdek irhatdak.

la =0, tq= (238)

|~

la=vDt, ta= % (239)

Ezek az elébbi skalak hasznalhatok okolszabélyszerd elsé becslésként ha is-
merjlik az illet§ szennyezSanyag bejutasanak helyét és idejét egy alsobb szel-
vényben annak eldontésére, hogy melyik Osszefiliggés lesz érvényben, ill. melyik
folyamat az erésebb.

Példaként egy pontforrasbol szarmazoé anyagkibocséatas egy | hosszisagu ré-
gion értelmezett és a kibocsatastol +1/2 tavolsdgra at nem ereszt6 hatérok (viz
esetében vizzaré hatar) talalhatok. Ebben az esetben az az id6, amig az adott
anyagfelh§ egyenletesen el nem oszlik a régioban diffazioval t; = ;—ZD . A 8-
as szorzo az el6bbi kifejezésben abbol ered, hogy az egyenletes eloszlas felté-
teleként azt szabtuk meg, hogy +1/2 tavolsagra a koncentracié maximumnak
(Crnaz) legaldbb 97%-a jelenjen meg. Ezeket a karakterisztikus skaldkat (ame-
lyek konnyen levezethetSk dimenziés analizis segitségével) memorizalni kellene
és extenziv modon kellene hasznélni 6ket a transzport problémék els§ durva,
megkozelitésekor.

23. Az advektiv diffaziés egyenlet megoldasai

Az el6z6 fejezetben egy pillanatszert, pontszert forras esetében vizsgaltuk a
részletes megoldast 1épésrdl lépésre stagnald kornyezetben. A természetben a
kezdeti és a hatarfeltételek sokban kiilonb6zhetnek ettsl az elébb emlitett ide-
alizalt esett6l. Ebben a részfejezetben néhany technikat ismeriink meg azért,
hogy maés, sokkal altalanosabb esetekben is tudjuk kezelni a helyzetet. Amint
az advekcio és diffuzio folyamata additiv, meg fogjuk mutatni, hogy a szuper-
pozicié elvét hasznalhatjuk, néhany altalanos megoldasi alapesetbél kiindulva
és azokbol épitkezve, komplex geometria és kezdeti feltételek esetében is arra,
hogy megoldésokat talaljunk.

A fejezetben taldlhatdé megoldésok hasonlé formaban fellelhetGek Fischer
et al. [1979] konyvében is. A fejezet végén megtalalhatok egyes analitikus meg-
oldasok eredményei. Ezek az eredmények elsGsorban a fejezetben bemutatott
modszerek segitségével jottek létre. Az alapeseteket Osszerakva, a megadott
egyenletek a problémak széles tartoméanyaban alkalmasak megoldasok keresé-
sére.
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37. dbra. A kezdeti egyenletes pillanatszertd koncentracio-megoszlas sematikus
reprezentacidja, a —¢-ban fekvs dM differenciélis elemet abrazolva [Socolofsky
and Jirka, 2005, nyomén)].

23.1. Kezdeti ismert egyenletes koncentracié megoszlas
esete

Egy jo példaja a szuperpoziciés modszer erGsségének bemutatésara a kezdeti
egyenletes térbeli koncentracié-megoszlas esete. Mivel az advekcié mindig be-
vihetS az egyenletbe a mozgo6 koordinatarendszer alkalmazasaval, ezért az egy
dimenzioés stagnalo kozeg esetét vizsgaljuk. A vezérls alapegyenletiink tehat a
kovetkezd (az egy dimenzios difftzios egyenlet).

o0 _p o
ot 0z

Homogén kezdeti koncentraciomegoszlast feltételeziink az alabbiak szerint
definidlva azt.

(240)

Co ha x<0
C@JMZ{ 0 ha x50 (241)

ahol, ty = 0 és Cy az egységes kiindulasi koncentracié, amint azt az 37. abra
is mutatja.

Az x = £ < 0 pontban, az infinitezimélis témeg dM = Cj - A - d€, ahol A
a keresztszelvény teriilet dy - dz. ¢t > 0O-ra, a koncentraci6 barmely = pontban
a tomeg diffuzids folyamatainak kovetkeztében all el6 minden dM differenciélis

elemet alapul véve. AdC meghatarozéasa, minden dM elemi témeghdl kiindulva
2

o

megoldasbol all el§ a kovetkezSképpen.

a diffaziés egyenlet (% =D- ) pillanatszertd, pontszert forras esetére adott

aM

(=)
——.eX ot 242
AIrDi P (242)

dC(x,t) =
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A szuperpozicio elvét alkalmazva, minden dM tomegelem hatésat Gsszegezve
kapjuk.

0 . (g — £)2
Clat) = | \/%-exp ((4Dt£)> (243)

Az elébbi egyenlet az el6bbi problémank szuperpoziciés megoldasa. Azért
hogy az integralt kiszamitsuk, a valtozokat, ahogy korabban is tettiik, meg kell
valtoztatnunk a kovetkezGképpen.

r—§

4
¢ = NI (245)

Az 1 véltorot (-t a Clz,t) = [0 2ol oxp (‘Eﬁ};i

integral egyenlet megoldasaba helyettesitve.

2
) ) szuperpozicios

™

C Vbt
C(z,t) = \/—% /Oo R exp (—¢?)d¢ (246)
Vegyiik figyelembe, hogy az elébbi integral felsé hatarakeént a { = 0 -a érteket
vettiik figyelembe a ( = Zfét szerint definidlva. Atrendezve az integralt a

kovetkezé adodik.

C(x,t) = % fj'% exp (—¢?)d¢ =

x

G [ exp (~¢2)d¢ — [ exp (~¢2)d]

A kapott két integral koziil az els§ megoldhaté analitikusan, integral tablazat

segitségével, a megoldasa @ . A maésodik integral megoldasa az tgynevezett

hiba fliggvény (error function), amely a kovetkezSképpen definidlhato.

(247)

2 ¥ 9
erf (¢) = —= /O exp (—¢?)d¢ (248)

ahol, p = \/%—vel egyenld.
A hiba fiiggvény (error function) megoldasa altalaban megtalalhato az integ-
ral tablazatokban, vagy a nagyobb matematikai programokban beépitett fligg-

vényként. Az el6bbiek alapjan a fenti egyenlet megoldasa a kovetkezd.

C(z,t) = % [1 —erf (JZW)] (249)

A38. abra Cy = 1 esetére novekvs t-re mutatja a kapott fiiggvényalakokat,
mint megoldasokat.
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38. abra. A féltérben egyenletes (x < 0) kezdeti koncentracio-megoszlas (lépcss-
fiiggvény) pillanatszerd problémajanak megoldasa Cy = 1 kiindulési koncentra-
ci6 esetében [Socolofsky and Jirka, 2005, nyomén)]

| L |

x=0

39. dbra. Az intravénés injekci6 befecskendezési uténi idGpillanat leegyszertsi-
tett, sematikus abrazolasa [Socolofsky and Jirka, 2005, nyoman].

23.1.1. Az intravénas injekcié, mint a difftuziés folyamatok egy pél-
daja

Vegyiik a kovetkezs esetet. egy orvos egy allergiatél szenvedd beteg vénajaba
fecskendez egy allergia elleni gyogyszert. A szer bejuttatasa T id6 alatt torténik
meg. A vénakban a vér atlagos sebessége v. Igy leegyszeriisitve a kiindulasi
helyzetet a vér az alapallapotban egyL = v - T tavolsagu régiéban tartalmazza
a beinjektalt kemikaliat. A kemikalia kiinduléasi koncentracioja Cp, a vérben az
elébbi régidoban. A kiindulési helyzetet a 39. dbra mutatja be.

Kérdés, hogy milyen a kemikélia eloszlasa a vénakban, amikor az 75 s mulva
eléri a szivet?

A példara alkalmazhat6 az el6z6 fejezetben megismert kezdeti ismert egyen-
letes koncentracié megoszlas esete. Vegyiik fel az x = 0 pontot a kezdeti fel-
tételezetten egyenletes koncentracié megoszlas kdzepén és engedjiik, hogy a ko-
ordinatarendszer az vér atlagos v sebességével mozogjon. Az el6bbiek miatt a
difftizios egyenletet kell megoldanunk a kovetkezd kiindulasi feltételek mellett.

[ Co  ha —L<z<t
C(w,t0) = { 0 minden mds helyen

aholty = 0 a T'/2 idépillanatban.

(250)
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Kovessiik az el6z6 fejezetben alkalmazott szuperpozicios megoldéast, amely
szerint a kovetkezd egyenlet adodik.

L/2 C dé— <7(I,5)2>
Clz,t) = Sl M T o 251
@t = [ o VDT (251)

Az el6bbi egyenlet a kovetkezSképpen bovithetd.

L/2 —(2—)?2 —L/2 —(a—0)2
C(x,t) = \/Z%‘ / exp< o )df/ exp< o )dg] (252)

A korébbi & - ¢ szerinti koordindta-transzformaciot behelyettesitve és az
atalakitasokat, egyszertisitéseket elvégezve a kovetkezé megoldést kapjuk.

Behelyettesitve a t = 75s-ot az egyenlet megadja a koncentracié eloszlasat
abban az iddpillanatban, amikor az anyagfelh$ eléri a szivet [Socolofsky and
Jirka, 2005].

23.2. Ismert alland6 koncentracié a peremen

Egy masik tipikus példa, amikor egy fix koncentracié érték adott egy x; pont-
ban. Ez lehet példaul egy oxigén koncentracio érték a levegs-viz hatarfeliileten.
A folyamatot vezérls paraméterek, amelyek a megoldashoz sziikségesek, a fix
koncentrécié Cy, a diffuzios tényezd D, a koordinatak (x — xp) és a ¢ id6. Ismét
hanyagoljuk el az advekcié hatasat, mert ez a valtozo transzformélasan keresz-
tiil bevihets az egyenletbe, az z( értékét pedig vegyiil fel zérusnak (zo = 0)
az egyszerisités céljabol. Amint a pontszerd forrds esetében tettiik hasznaljuk
a hasonlésagon alapuldé megoldést, egy vezérls aj valtozo 1étrehozésa céljabol,
hogy a megoldés formajat megkaphassuk a kévetkezGképpen.

C(x,t) = Co-f (\/%J (254)

X

Ha definidljuk a hasonlosagi valtozot n = o és ezt behelyettesitjiik az egy
dimenziés diffuziés egyenletbe, akkor amint vartuk egy kozonséges differencial
egyenletet kapunk f ésn szerint.

&*f  mdf
dn* = 2dny B

A hatarfeltételek az egyenlet esetében a kivetkezdek f(0) =1 és f(oo0) = 0.
Sajnos azonban a kapott kozonséges differencial egyenlet nem lineéris. Egy gyors
pillantas azonban a 38. abréra lehet, hogy segit nekiink a megoldis megtalé-
lasaban. Az abra szerint az = 0 pontban a fix koncentracié értékeCy/2. Ha

0 (255)
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40. abra. A C (z,t) = Cp- {1 —erf (\/th)] egyenlet z = 0 pontban Cy = 1 fix

aC(x,t)= % {1 —erf (\/fﬁ)} egyenletbe Cy-at helyettesitiink, mint vezérld
tényez6t (a Cp/2 helyett) akkor talan egy lehetséges megoldast kapunk. Behe-
lyettesitve a fenti differencial egyenletbe a hatarfeltételek meg fogjdk mutatni,
hogy a kapott megoldas korrekt -e. Az elgbbiek szerint a kovetkezs egyenlettel

adhat6 meg a megoldas, amelyet keresiink.

C(z,t) = Cy- [1 —erf (\/Zﬁ)] (256)

A hatérfeltételekkel torténd ellendrzés eredménye a kovetkezd,

Co ha r=0
cwm={ ¢ e 0 (257)

amely eredmény megfelel az elGzetes varakozasoknak.
A 40. abra mutatja be a Cy = l-re vonatkoz6 megoldast. Fontos megje-
gyezni, hogy ez a megoldas csak az x > zy tartomanyban érvényes.

23.3. Ismert fix, lezart (no flow) perem

Az utolso eset, amit részletesen vizsgalunk ebben a fejezetben a lezart (un. no
flow) perem. No-flux hatéarfeltétel megjelenésére szamithatunk minden olyan
feliileten, amely az adott, vizsgélt (szennyez§) anyag szdmara nem atjarhato.
Hidrologiai vizsgalatoknal ilyen perem példaul a vizgytjts hatara, egy folydoban
a szennyezGanyag szétterjedésének vizsgalatanal ilyen perem a folyo partja (y
irdnyban) és medre (z irdnyban). A kérdéskor targyalasanal ebben a fejezetben
feltételezziik, hogy a vizsgalt hatarfeliileten nem jatszédnak le az adott anyagra
vonatkoz6 kémiai reakcidk és a feliilet teljesen atjarhatatlan az adott anyag
szempontjabol.
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Amint elgrelathato az els feladatunk annak a médnak a megtalalasa, ho-
gyan specifikdlhatunk egy no-flux peremet, mint hatarfeltételt a vezérlg diffe-
renciél egyenletiinkben. Az el6z6 probléma a Fick-féle torvény alkalmazésaval
viszonylag egyszeriien megoldhato. Mivel a no-flux perem jelentése, hogy a
peremen keresztiili fluxus zérus, ¢ = 0 (D értékét konstansnak véve), a hatar-
feltételek a kovetkezSképpen irhatok.

tj|5’b -n=20 (258)
oC oC oC _
(ax’ay’az> s, -7 =0 (259)

ahol, S, a hatarfelszint leir6 fiiggvény (i.e. S, = f(x,y)) és az 1 a no-flux
hatar normal egységvektora.
Egy dimenzids esetben a no-flux hatarfeltétel a kévetkezére redukalodik.

oC
ox
ahol, z;, a hatar elhelyezkedését adja meg.

Az el6bbi egyenletekkel kifejezett tulajdonsag nagyon hasznos a koncentracié
mérések interpretalasanal, hogy eldontsiik egy adott hatar esetében, ami lehet
pl. egy t6 aljzata, hogy az a hatar atereszté vagy nem.

Hogy a hatarral kapcsolatos problematikit tovabb elemezziik, és megoldast
talalhassunk, vegyiink egy pillanatszerd, pontszert forrast az xg-ban elhelyezve,
egy no-flux peremmel L tévolsagra jobbra, amint az a4l. dbran lathato.

Az eredeti (perem nélkiili) standard megoldasunk megengedi az adott anyag-
tomegnek, hogy a no-flux peremen tulra diffundaljon (amint azt az dbra szag-
gatott vonallal mutatja is). Azért hogy az elveszett anyagmennyiséget vissza-
helyezziik, egy ,image” forrast helyeziink el a hatartol jobbra (szintén L tavol-
sagra). Ennek az jmage’ forrasnak a hatdsara ugyanaz az anyagmennyiség fog
visszajutni a hatér bal oldalara, mint amit az eredeti forrasunk a jobb oldalra
juttatott. A szuperpozicié elvét alkalmazva a két koncentracio-megoszlasra
(0sszeadva azokat) a hatartol balra, megkapjuk a hatarolé fal leirni kivant hata-
sat. Amennyiben az elgbbiek szerint az ,jimage” forrast a no-flux hatartél jobbra
L tavolsagra helyeztiik el, a megoldast a kovetkezd egyenlet adja.

lz, -2 =0 (260)

B M —(x—xo)z —(gc—xi)2
C(x,t) = AViiDi <exp (W) + exp <4Dt>> (261)

ahol, x; = x¢ + 2-L. Természetesen az elébbiekben megadott egyenlet csak
a hatartol balra érvényes. A hatartol jobbra, a koncentracié mindenhol zérus.

Az jimage” forras alkalmazasanak metdédusa meg komplikaltabbéa valik, ami-
kor tobb hatart vesziink figyelembe. A nehézség abban 4ll, hogy az jobb oldali
simage” forrasbol diffundalé anyagtomeg végiil eléri a bal oldali hatart és ott egy
tijabb ,image” forras elhelyezését indukélja. Altalaban amikor két hatarunk van,
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41. abra. A no-flux perem hatasanak abrazolasa egy pillanatszerd pontszert
szennyezdforras esetében, ahol a bal oldalon az eredeti hatar nélkiili megoldés
lathato, mig jobbra a hatar reprezentalasara egy ,jimage” forrds van elhelyezve.
A szaggatott vonal jeloli az egyes forrasokbol érkezé koncentracidmegoszlast,
mig a folytonos vonal a szuperpozicios megoldast [Socolofsky and Jirka, 2005,
nyoman|

végtelen szamu ,image” forrds elhelyezése sziikséges. A két oldalon elhelyezett
hatar esetét a 42. 4bra mutatja. A gyakorlatban a megoldas rendszerint mér
néhany ,image” forras elhelyezése utan konvergal [Fischer et al., 1979]. Pillanat-
szerd, pontszert forras esetében, amely az origoban van elhelyezve és +L-ben
van hatéarokkal ellatva, az ,image” forrasokkal torténé megoldas egyenlete a ko-
vetkezd.

B M > —(z + 2nL)?

Nyilvanvaléan a konvergéiléo megoldashoz sziikséges ,image” forrdasok szama
fligg az id6 skalatol, amelyen a megoldast érvényesnek tekintjiik.

23.3.1. Egy csésze teaban felold6dé cukor példaja

Egy hideg téli napon kitoltiink egy csésze tedt és 2 g cukrot hozzdadunk a
tedhoz, igy hogy az egyenletes eloszldsban teriiljon el a csésze fenekén. A csésze
atmeérGje 5 cm, a magassaga pedig 7 cm (a tea felszine a csésze peremével
azonos szintben van). Ha nem keverjiik fel a teat, mi lesz az az id6pont, amikor
a koncentracidomegoszlas széle eléri majd a tea felszinét, és mikorra fog a cukor
teljesen felold6dni? Hogyan valaszolhatjuk meg ezeket a kérdéseket abban az
esetben, ha megkeverjiik a teat?
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42. dbra. A két oldalon elhelyezett no flux hatéar esete, amikor a szuperpozicios
megoldés elvileg végtelen szamu ,image” forrast igényel. A szaggatott vonal
jeloli az egyes ,image” forrasokbol érkezé koncentracio-megoszlast, a vékony
folytonos vonal a valodi forrasbol szarmazéd koncentracié-megoszlast hatarolas
nélkiil, mig a folytonos vonal a szuperpoziciés megoldast [Fischer et al., 1979].

A cukor koncentracioja fix értékkel a telitettségi koncentracion taldlhato a
csésze fenekén és a kezdeti idGpontban minden més pontban zérus. Ezek a
igy a cukor eloszlasa a z magassagu teaoszlopban a kovetkezd egyenlettel adhato
meg.

C(2,1) = Csa- {1 —erf (\/L%)] (263)

ahol, Cs4; a cukor telitettségi koncentracioja a csésze fenekén.

A koncentraci6 megoszlas karakterisztikus magassidga (ebben az esetben)
aranyos a o = v2Dt-vel. Tételezziik fel, hogy a koncentracié megoszlas széle
akkor éri el a csésze tetejét, amikor 2 - 0 = h = 7em. Az id6re megoldva az
elébbi egyenletet, adédik.

h2

8D
Nagysagrendi becslés céljabol vegyiik fel a diffazios tényezére, D ~ 1079m? /s

értéket, ekkor az elGbbi egyenlettel megadott idére a kovetkezét kapjuk.

(264)

tmiz,bl =

tomiz p1~6-10°s (265)

Ahhoz, hogy meghatarozzuk milyen sokaig tart a cukor feloldodésa, ki kell
szamolnunk a cukorra vonatkozo tomegfluxust (anyagéramot) a z = 0 pontban.
Mar kordbban kiszamitottuk az anyagéram megadasara érvényes hibafiiggvény
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derivaltjat az els6 fejezetben (,A viz-levegs hatarrétegen keresztili difftzios flu-
xus példaja” cimd részben). A cukorra vonatkozd anyagaram a z = 0 pontban
tehat a kovetkezd egyenlettel hatdrozhatd meg:

A-D-Clsgt
VDt
ahol, az A a csésze keresztmetszeti teriilete, a Csyp pedig a telitettségi kon-
centricio a csésze fenekén.
A feloldodott cukor teljes mennyisége a tomeg fluxus (anyagaram,My) id6ben
vett integralja.

m(0,t) = (266)

Y A-D-Cyuy
0 \/T-D'T

Az el6bbi egyenletet integralva ést-re megoldva a kévetkezd adodik.

My = dr (267)

o Md2~ﬂ'
 4-A2.D-Cyp?
ahol,ty az M, anyagmennyiség feloldédasédhoz sziikséges id6.
A kifejezés csak ¢ < tpiz piesetében érvényes, a e p id6ponton tul ugyanis
szamitasba kell venniink a tea felszinének hatarként valé funkcionalasat. Felté-
telezve, hogy Ciat = 0,58g/cm?, a cukor feloldaséhoz sziikséges id6ty = 5-10%s.
A tea megkeverésével jelentGsen megnoveljiikk D értékét. Mivel a D a t-re
vonatkoz6 egyenletben a nevez6ben van, a D ndvelésével csokkenteni fogjuk a
cukor feloldodasahoz és csészében vald eloszldsahoz sziikséges id6t.

tq (268)

A hatarok figyelembe vétele. Az el6z6ekben nem tértiink ki arra az id6-
szakra, amikor a tea felszine mar fellép egy hatarként és egy ,image” forrast
sziikséges elhelyezniink, hogy a jelenséget a tovabbiakban helyesen tudjuk le-
irni. A hatarokat figyelembe véve a kovetkezd helyzet adodik.

A csésze oldalainak a hatasat elhanyagolhatjuk, mivel feltételezziik, hogy a
cukor egyenletesen oszlik meg a csésze fenekén, igy ez az egyenletes koncentracio-
megoszlas zérus koncentracio-gradienst eredményez x és y irdnyban, gy mint

oCc  oC
ox Oy
Ezek alapjan nincsen diffuzios fluxus a csésze falainak iranyaban.
Hogy a szabad felszin hatasat figyelembe vehessiik, egy ,image” forrast kell
figyelembe venniink egy alland6 Csg; fix koncentracioval valahol a csésze folott.
A csésze fenekétz = 0 helyként definidlva, az ,jimage” forrast z = 2 - h ma-
gassdgban kell elhelyezniink (h-val definidltuk kordbban a csésze magassagat).
Figyelembe véve azt a szabalyt, hogy

(269)

C(Z, OO) — Csat (270)

A cukor koncentracié megoszlasanak szuperpozicios megoldasa a kovetkezd
lehet:
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C (z,t) = Cyqt- [1 + erf (

2h

V4Dt

) (i) o
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rész IX

Elkeveredési folyamatok
vizfolyasokban: Turbulens difftzi6
és diszperzid

Bevezetés

A természetes vizfolyasokban jelentkezs dramlasok nem egyenletes eloszlasu se-
bességmezével jellemezhet&k, ezeknek a gyorsan valtozé sebességnek a kovet-
keztében az elkeveredés sokkal gyorsabban megy végbe, mint az a kizardlag
molekularis diffuziés tényez6 altal vezérelt folyamatokban el6fordul. A kdvetke-
zGekben levezetjiik erre a nem egyenletes sebességeloszlasra érvényes egyenletet,
hogy bemutassuk ennek a hatésait az elkeveredésre. ElGszor, a véletlenszert,
turbulens sebességmezd hatésait taglaljuk. Masodikként megvizsgaljuk a dif-
fuzi6 (molekuléris vagy turbulens) és a nyir6 sebesség profil egyiittes hatasat,
hogy létrehozzuk a diszperziéra vonatkozé egyenletiinket. Minden egyes esetben
megtartjuk az advektiv-diffuzios egyenlet korabban levezetett formajat, de az
elkeveredést jellemzd tényezGk az 0 egyenletben nagységrendekkel nagyobbak
lesznek, mint a diffaziés tényez6k voltak.

24. A turbulencia matematikai leirasa

A kovetkez6kben a turbulencia egy speciélis esetét a homogén turbulenciat tar-
gyaljuk. A homogén kifejezés jelentése, hogy az dramlas statisztikai jellemzéi
allandoak (stacionerek), persze az aramlés ett6l még lehet nagymértékben sza-
balytalan.

Turbulens aramlasban nagyméretii 6rvények formalédnak folyamatosan majd
szétesnek kisebb 6rvényekre, igy mindig kiilénb6z6 méreti érvények spektruma
van jelen az dramlasban. Amikor a nagyméretii 6rvények sok kisebb méretii
orvénnyé esnek szét, nagyon kevés kinetikai energia veszik el, ezt tigy mondjuk,
hogy az energia hatékonyan adodik at a kiilonb6z6 mérett orvények kaszkad-
jan. Végiil, amikor az orvények elég kicsivé vallnak, a viszkozitas szerepet kap,
a kinetikus energia szétoszlik és hgvé alakul at. Ezt a konverzidjat a kinetikus
energianak héenergiava a kis 6rvényméretek skaldjan disszipacionak (e) hivjuk
és a kovetkezd egyenlettel jellemezhetjiik.

_ Ekin
ot
ahol, Ey;y,, a disszipélt kinetikus energia, t az id6 és az e dimenzi6ja [L2T 3.
Mivel a kinetikus energia hatékonyan dtadodik lefelé a kisebb méreti orvények
skalajara, a h6vé disszipalt kinetikus energia egyenld kell, hogy legyen az aram-
las Gsszes turbulens kinetikus energidjaval. Ez azt jelenti, hogy a keletkezése és

€ (272)
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egyensulyi tartomany

S
] . inercialis rész |
., disszi-
pacios
rész
K-5I3
0,1 —
0,01 —
0,001

1 1 1 1
0,001 0,01 0,1 1 K

43. dbra. Az 6cenanban jellemzs 6rvények energiaspektuma, ahol K, a hullam-
szam, S pedig a hullamszam spektruma [Kundu and Cohen, 2002, nyoman]|

a disszipéacidja a turbulens kinetikus energidnak egy homogént turbulens dram-
lasban kiegyenlitett. Az elbbieket szemlélteti a 43. abra, amely az 6cednban
keletkez jellemz§ 6rvények energiaspektrumét mutatja be. Az abran jol lathato
az energia lefelé kaszkadolodasa (dtadodésa) a kisebb méretii 6rvények felé, ame-
lyet a hullaimszam 5/3-o0s kitevsji fiiggvényével (K —5/3) jellemezhetiink.

Az a hossz skilaja (mérete) az orvényeknek, amelyen a turbulens kinetikai
energia h6vé konvertdlodik a Kolomogorov-felé Ly méretskila. Milyen nagy
ez az Li? Hasznéljuk a dimenzié analizist, hogy megvalaszoljuk ezt a kérdést.
Vegyiik észre, hogy az Ly fligg az energia disszipacios ratatol e és a viszkozitastol
v (itt kinematikus viszkozitéas), mivel a surlodas alakitja at a kinetikus energiét
hévé. Hozzuk 1étre egy hossz skalat ezekbdl a paraméterekbdl, és igy megkapunk
egy aranyossagot Ly-ra, ami a turbulencia egy fontos méretskalaja.

‘ <
i

LKO( (273)

o)
=
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Osszefoglalva, a Lagrange-i szemléletmod szerint, ha kévetiink egy folyadék
részecskét, amely kezdetben rakeriil egy nagy orvényre és aztdn vandorol or-
vényr6l orvényre, ahogy a nagy Orvények kisebbekre esnek szét, de megdrzik
kinetikus energidjukat a lefelé kaszkaddolodas soran. Végiil a részeke egy olyan
kisméret 6rvénybe keriil be (az Lx mérettartoményban), hogy a viszkozitas
disszipalja a kinetikus energiajat h6vé. Ez a kis 6rvény azonban szintén része
egy nagy Orvénynek, tehat az 6rvények mindegyik mérettartomanya jelen van
folyamatosan az dramlasban.

Mivel nehéz a folyadékrészecskét kiovetni egy sebességmérs miszerrel (ez
az egyébként, amit a részecskekévets sebességmerés (Particle Tracking Velo-
cimetry PTV) soran probalunk megtenni), a turbulens sebességre vonatkozd
méréseket ezért egy ponton végezziik és a turbulencidt az Euler-i kozelitéssel ir-
juk le. Orvények egész spektruma halad at a sebességmeérés helyén, az aramlas
atlagsebessége altal szallitva. A nagy méreti orvények egy hosszu periddus-
idejii fluktuaciot, mig a kis méretii drvények egy roévid periddusidejii fluktuaciot
indukalnak a sebességmérésnél, és ezek a méretskalak folyamatosan megjelen-
nek az aramlasban. A 44. &bra egy példat mutat a turbulens sebességek egyik
sebességkomponensének, egy adott ponton tortént mérése alapjan. Ha megvizs-
galjuk a sebességmérési idGsor egy rovidebb darabjat, azt 1atjuk, hogy abban az
idében egymast kovets sebességek jol korrelalnak (Osszefiiggenek) és determi-
nisztikusnak (korabbi sebességek alapjan szamithaténak) ttinnek. Ha viszont a
sebesség-id&sor tavolabbi részeit hasonlitjuk Ossze, a sebességek teljesen korre-
lalatlannak és véletlenszertinek tiinnek. Azt az idéskalat, amelyen a sebességek
az idésorban elkezdenek egymaéstol fiiggetlenné és véletlenszertivé valni integral
idoskalank nevezziik, t;. A Lagrange-i keretek kozott, ez az az id6, amikor a
vizsgalt folyadékcsomag méar kezdi elfelejteni az 6 kezdeti sebességét. Az idG-
skila meghatarozhaté a mérésekre illesztett autokorrelacios fiiggvény alapjan.
Ez az idGskéla szintén leirhato egy karakterisztikus hosszal és sebességgel, erre
az un. integrél skalara vonatkoztatva: vy és [;.

Reynolds javaslatara a t;-nél hosszabb idGintervallumot véve, az z; pontban
mért sebesség felbonthato egy atlagsebességre v, és az attol valo eltérésre v (t).

v (23, 8) =T (25) 4+ v; (24, t) (274)

A sebességnek ezt a felbontasat nevezziik Reynolds féle dekompozicionak. A
t; ebben az esetben egy nem tul révid, de nem is til hossza id@szak, amelynek
hossza kozel azonos azzal az id6tartammal, ami alatt az dtlagsebesség mar kozel
allandova valik.

Egy masik fontos jelzGszama a turbulencidnak a sebesség fluktuéciok négy-
zetének atlagabol képzett négyzetgyok (rms: root mean square).

Urms = Ui/ 'Ui/ (275)

amely, mivel a kinetikus energia aranyos a sebesség négyzetével, az dramlas

turbulens kinetikai energidjanak egy mérgjegye (megjegyzendd, hogy az dramlés

atlagos kinetikai energidja ebben a tagban nem szerepel, mivel az v; az atlagtol
valo eltérés).
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Lézeres doppler elvi sebességmérd (LDV) adatai
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44. abra. A turbulensen fluktualo sebesség egy ponton torténd mérése, ahol
az T, az atlagsebesség és az v’(t) a fluktualé komponens [Socolofsky and Jirka,
2005, nyoman|

24.1. A turbulens advektiv diffiiziés egyenlet

Az advektv diffazios egyenlet turbulens koriilmények kozott alkalmazhato for-
méjanak leirdsahoz, alkalmazzuk a Reynolds-féle dekompoziciét a normél ad-
vektiv diffizios egyenletre és elemezziik az eredményt. A Reynolds-féle dekom-

C (i, t) =C (2;) + C (w3, (276)

Mivel csak a szennyezSanyag (vagy nyomjelzs) felh$ hosszu-tava (hosszu
Osszehasonlitva a tr-vel), atlagos viselkedésére vagyunk kivancsiak, egy idébeli
atlagolast fogunk alkalmazni. Példaként vizsgaljuk meg az idGben atlagolt to-
meg fluxust z-irdnyban a sebességmérés helyén, v-C.

gz =vC=@+v) (C+C) =

_ 7 (277)
=0;-C+v;-C"+vj-C+wvj-C'
Ahol a feliilvonés idébeli atlagot jelol.
_ t+tr
v-C = —-/ v-C-dt (278)
tr Js

ahol, a t; a kordbban megfogalmazott integrél idéskéla, ami hosszabb, mint
egy jellemz& nagy orvény athaladési ideje a mérési ponton.

Homogén turbulencia esetére a fluktudlé sebességek és koncentréaciok idébeli
atlagai nullat kell, hogy adjanak, vagyis v;' = C’ = 0 . Igy a v-C-re vonatkozo
szorzatokbdl a kovetkez6 marad vissza:

vC =0, C+v - C (279)

112



Az elébbi egyenlet jobb oldali els6 tagjanal elhagytuk a kettds feliilvonast
(kétszeres atlagolas), mivel egy atlagnak az atlaga az csak ujra az atlagot adja.
Erdemes kiemelni azonban, hogy a jobb oldal masodik tagjanak keresztszorza-
tarol (v} - C’) nem feltételezhetjiik annak zérus voltat.

Az el6bbiekben kifejtett tagok ismeretében, most mar készek vagyunk arra,
hogy behelyettesitsiik a Reynolds-féle dekompoziciot a vezérls advektiv-diffuzios
egyenletiinkbe (amelyben molekuléris difftzids tagok szerepelnek).

ac | 9wiC) _ 9 D.2C

ot + Ox; ~ Ox; "Oz;
a(C+c")  o((m+v) (T+C")) s a(c+c’) (280)
or T Rre = oo \ D

A kovetkezd lépésben integraljuk az egyenletet a t; integral idéskala idGtar-
tamban.

1t {a(c+c’) N o((wto)-(C+c")) <D-a(c+d)>}d7

ty Jt ot ox; ox; ox;
A — - (281)
8(C+C ) 8(W~C+117¢~C/+1)§~C+1);~C’) P 8(C+C )
ot T oz, = 90 | Do

Vegyiik észre, hogy az 7; - C' , az v} .CésaC tagok zérus értekiek. At-

mozgatva a v - C’ tagot a jobb oldalra a kovetkezs egyenlet marad vissza.

oC 9w -C) 3(@2-0’) 0 aC
o em . om +axz—<D'8xi) (262)

Ha a vizsgalt z; irdnyban a sebesség atlagos értéket dllandonak tekintjiik a
bal oldali masodik taghdl az 7; kiemelhet6 a differenciéljel elé.

oC _ o(w;-C) 5(@%-0’) 0 oC
7_’_%.. [ 4+ — D.—
ot 8.73i

Hogy valoéban hasznéalhassuk az el6bbi egyenletet a gyakorlatban az v} - C’
tagra valamilyen modellt kel feldllitanunk. Mivel ez a tag v - C alaku, tudjuk
réla, hogy valami témeg fluxust jelképez. Mivel a szorzat minkét komponense
az atlag koriili valtozast (fluktuéciot) jelképezi, a szorzatuk éltal képezett tomeg
fluxus a turbulenciaval kell, hogy kapcsolatos legyen. Reynolds ezt a turbulens
komponenst mindgségileg egy gyors elkeveredést jelképezd tényezéként irta le, igy
ezek alapjan analogiat vonhatunk a molekularis diffazidval. Taylor 1921-ben (in
Socolofsky and Jirka 2005) egy részét levezette ennek az analogidnak, azaltal,
hogy analitikusan kovette egy nyomjelzs részecskékbdl allo felh$ tutjat egy tur-
bulens aramlasban és szamitotta a Lagrange-i autokorrelacios fiiggvényt. Az
eredményei azt mutattak, hogy a ¢;-nél nagyobb id6kre, a nyomjelzs részecske
felh$ nagysaga linearisan ng az id6vel. Fischer et al. [1979] ezt az el6bbi ered-
ményt hasznélta fel a molekularis diffiziéval kapcsolatosan felallitott analogia
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igazolasara. Erdemes azonban ramutatni, hogy Taylor az analogia alkalmaza-
séban nem ment ilyen messzire. A diffuziéval kapcsolatos analogia esetében az
atlagos turbulens diffuzios idGskala At = ¢, és az atlagos turbulens diffizios
hossz mérték Ax = vy - t; = Iy, innen kiévetkezik, hogy a modell csak ¢;-nél
nagyobb idékre érvényes. A Fick-féle torvény alakjahoz hasonlo kapcsolatot
alkalmazva a turbulens diffuzidra adodik:

— aC
L. C"'= =Dy 284
Ui t ox; ( )
ahol, Dy értékét a kovetkezd Osszefiiggés adja meg.
(Az)?
t Al Ur-tr (285)

Behelyettesitve ezt a modellt az atlagos turbulens diffuziv transzportot meg-
ado korabbi (283) egyenletbe és elhagyva az atlagolast jelzd feliilvonasokat a
kovetkezot kapjuk.

oC oC 0 oC 0 ocC
B = o (Phe) T an (P (250

Amint latni fogjuk a kovetkezs szakaszban, a turbulens diffizios tényezd
(Dy) altalaban sokkal nagyobb, mint a molekularis difftziés tényez6 (D.,), igy
az el6z6 egyenlet utolsé tagjat altaldban el is hanyagoljuk.

24.2. Turbulens diffizié egy szobaban

Azért, hogy a turbulens diszperzio jelenségét egy zart helyiségben demonstral-
juk, fecskendezziink ki pontszeri forrdsként parfimot egy elGadoéterem eliilsé
részén. A helyiség hosszdimenzioi 10 m, 10 m és 5 m és 50 ember tartozkodik
benne. Mennyi ideig tarthat, mig a parfiim turbulens diffuziéval szétterjed a
helyiségben?

Hogy ezt a kérdést megvalaszoljuk sziikséges, hogy megbecsiiljik a levegs
sebességének skilajat a helyiségben. Minden egyes személy egy kb. 60 W-os
héforrasként is felfoghatd, innen kijelenthets, hogy a levegs aramléisa szempont-
jabol a dominéans folyamat a konvekcio. A vertikalis felhajtoersbol (strtség-
kiilénbség) szarmazo6 sebesség v,.dimenzidanalizissel a kovetkezSképpen adhatd
meg.

v,y = (B-L)3 (287)

ahol, B a felhajtéersbol szarmazo fluxus egységnyi teriileten [L2T 3] és L
[L] a szoba vertikalis dimenzioja (5 m). A levegs felhajtoereje a hémérséklet
novekedésével novekszik a kiterjedés miatt. A nett6 felhajtderdbdl szarmazo
fluxus egységnyi feliileten a kovetkezdképpen adhaté meg.

H

pPCoy

B =fg- (288)
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ahol, B a hé okozta expanzi6t jellemz6 tényezd (0,00024 K1 a levegére),
H a latens hé fluxus egységnyi teriileten, p a kozeg stirtsége (1,25 kg/m? a
levegére) és ¢, egy konstans térfogatnal értelmezett fajhs (1004 J/(kg - K) a
levegére).

Az el6bbi problémaéara a H értéke a kovetkezs:

50f6-60W/f6 w
H= ]%’27/1%’ — 30— (289)
10%m?2 m2
Ezen H érték alapjan az egységnyi teriiletre érvényes felhajtéerd fluxus 5,6 -
10° m?/s? és a vertikalis sebesség v.. = 0,07m/s.
Most mar megvannak a sziikséges tavolsag és idGskalaink a turbulens diffu-
2
zi6s tényez6 becsléséhez a D, = (AAIt) = vy-l; egyenlet alapjan. Vegyiik, hogy
az vy X V,.€s [ o< h, ahol a h a helyiség magassiga. A D, érték becslése tehat a
kovetkezs:

D;oxv,, - ha0,35m? /s (290)

amely, nagysagrendekkel nagyobb a molekularis diffaziés tényezonél (ossze-
hasonlitva a molekuléris diffazios tényezs értéke a levegdre Dy, = 1075m?/s).

Az elkeveredés ideje a felh§ szélességnek szorodasa alapjan szamithato.

L2

A vertikalis elkeveredés esetére L = 5m a t,,;, kb. 1 perc, a horizontalis
elkeveredésre L = 10m a t,,;, kb. 5 perc. Ezen eredmények alapjan eltart
néhany percig (de nem egy-két szekundumig és nem orakig) amig a teremben
lévsk elkezdik megérezni a parfiim illatat.

25. Turbulens difftziés tényezdk értelmezése viz-
folyasokban

Milyen nagyok lehetnek a turbulens diffiziés tényezsk? Hogy ezt a kérdést
megvalaszoljuk, azt sziikséges meghatarozni, hogy a diffizios tényezé mitél fiigg,
hasznaljuk a dimenzié analizis modszerét.

Hogy megvalaszoljuk az el6z6 kérdést vegylink példaként egy széles (W)
folyot h atlagos mélységgel, ahol W > h. A harom dimenziéban értelmezett
turbulencia fontos tulajdonsaga, hogy a legnagyobb 6rvények méretét altalaban
a legkisebb térbeli dimenzié irdnyaban értelmezett kiterjedés befolyésolja, ebben
az esetben a mélység. Ez azt jelenti, hogy egy széles foly6 turbulenciaval kapcso-
latos tulajdonségai fiiggetlenek kellene, hogy legyenek a vizfolyés szélességétdl,
de fliggenek a mélységétsl. Gondoljuk csak meg, hogy a turbulencia a nagy-
mértéki nyirassal jellemezhetd zéondkban generalédik, amely zondk egy folyd
esetében lehetnek példaul a vizfolyds medrének kozelében. A nyiras erGsségé-
nek a jellemzésére szolgald sebesség (amely tobb turbulenciat jellemzs értékkel
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is ardnyos) a strlodasi vagy mas néven fenékcstsztatd sebesség, v.|LT1]. a

kovetkezsképpen jellemezhet6:
70
Ve =4/ — (292)
p

ahol, a 79 (N/m?) a mederfenéken jellemzs nyirofesziiltség és p (kg/m?3) a
folyadék strtsége. Nyiltfelszint csatorndban torténd egyenletes folyadékmozgas
esetében a gravitacios er6t ez a nyirasbol szarmazo surlodas ellensilyozza, tehat
a vya kovetkezdképpen szamithato:

v, = \/gh-S (293)

ahol, ahol az S a csatorna hosszesése.
Hasznéljuk fel a targyalt két paraméteriinket, hogy egy diffuzios tényezst
hozzunk létre.

Dixvy-h (294)

Mivel a sebesség profil nagyon kiilonb6zs vertikalis (z) irdnyban a transzver-
zalis (y) iranytol, D;-vel kapcsolatban nem feltételezhetjiik, hogy izotrop (tehat
a tér kiilonb6z6 irdnyaiban mas és mas értéket vesz fel).

25.1. Vertikalis elkeveredés

A vertikalis értelmi turbulens diffuziés tényezs a vertikalis sebességprofilbol
szarmaztathato (1asd Fischer et al. 1979). A teljesen kifejléddtt turbulens nyilt
felszintd dramlas esetére megmutathatd, hogy az atlagos turbulens sebesség profil
az univerzalis (logaritmikus) faltdrvény alapjan [Lajos, 2008] a kovetkezsképpen
adhat6 meg:

W(z)zu—i—%-(l—&-ln (%)) (295)

ahol, k a Karmén-féle konstans, k-t 0,4-nek véve a D;-re a kovetkezd adodik:

D, = 0,067-h-v, (296)

Ez az egyenlet a vizfolydsokra és az atmoszférikus hatarrétegre kisérletek
altal verifikalt és +25%-os pontossaguak vehets.

25.1.1. Vertikalis elkeveredés egy vizfolyasban

Egy gyar szennyvizét egy lateralis elhelyezkedési perforalt csévon vezetik be egy
vizfolyas mederfenekére, amint az a 45. abran lathatoé. A kérdés az, hogy milyen
tavolsidgra a bebocséjtéastol lefelé tekinthetd a bejuttatott anyag vertikélisan
teljes elkeveredettnek.

A teljesen elkeveredés azzal az allapottal definialhato, ahol koncentracié val-
tozasa a keresztszelvény mentén egy kiiszobszint alatt van. Mivel a vertikélis
(z iranyt) domain-nak két hatara van (alsé a meder, a fels6 a vizfelszin), az
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N

— 239

vizmélység
a fenéktdl

L (tavolsag vizfolyasiranyban)

45. abra. Vertikalis elkeveredés szemléltetése egy vizfolyds mederfenekén bejut-
tatott szennyviz példajan [Socolofsky and Jirka, 2005, nyoman]

simage” (elképzelt) forrason alapulo (tiikkrozéses) megoldast célszeri hasznalni a
koncentrécié kiszamitasdhoz:

oM & ()
C’(z,t)—A.\/m n:Z (xp > (297)

A kapott eredményeket az alkalmas alfa paraméter meghatarozasaval Gssze-
gezhetjiik a kovetkezs egyenletre vonatkozban:

— 00

ahol, h a mélység és o a koncentracio eloszlas szorasa. Fischer et al. [1979]
javaslatara az o paraméter a=2,5-nek vehetd.

Vertikalis elkeveredésnél, minket elsGsorban a vertikilis diffizids tényezd ér-
dekel, igy irhatjuk, hogy:

h=205+2D, .t (299)

ahol, a t a vertikalis elkeveredés kifejlédéséhez sziikséges id6. A ¢ id6n alatt
a felh$ a vizfolyds mentén L tévolsdgra ( L = ©-t) jut. A T-ra vonatkozdan
szintén alkalmazhatunk egy kozelitést v, = 0,1 v . Behelyettesitve ezeket az
elgbbi Osszefiiggéseket a Dy , = 0,067-h-v, egyenlettel kombinélva adédik:

h =2,51/2:0,067-h-(0,17)-L /7 (300)

L-re megoldva az el6bbi egyenletet a kdvetkezét kapjuk:

L=12h (301)

Az elgbbiek alapjéan, a felszinen vagy a mederfenéken beinjektalt anyagaram
egy természetes vizfolyasba (pl. tisztitott szennyvizbebocsatas), kb. 12-szeres
vizmélységnél nagyobb tévolsagra a bebocsitastol, mar vertikilisan teljes mér-
tékben elkeveredettnek foghato fel.
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25.2. Keresztiranyu elkeveredés

Altalaban nem jellemz6 nagymeértéki keresztiranyt sebesség profil a vizfolyasok-
nal és igy az elkeveredési tényezdsket kisérletek alapjan célszeri szdmitanunk. Jol
felszerelt laboratériumban végzett mérések és terepi kisérletek alapjan Fischer
et al. [1979] az atlagos keresztiranyu, turbulens diffuzios tényezkre, egyenes
csatornaszerd meder esetében a kdvetkez§ Osszefiiggést adja:

Dy, =0,15-h-v, (302)

A kisérletek azt mutatjik, hogy a mélység is szerepet jatszik a keresztiranyu
elkeveredésben, azonban az nem tisztazott, hogyan lehet ezt a hatast kifejezni.
A keresztiranyu elkeveredés nem koveti minden esetben, az elgbbi egyenletben
megfogalmazott Osszefiiggést kiilondsen igaz ez nagy, koherens, lateralis mozga-
sok esetében, amelyeknek valjdban nem a turbulens tulajdonsagaik az elsGdle-
gesek. A kisérletekben vizsgalt tartomanyokra vonatkozoan az elgbbi egyenlet
megbizhatosaga legjobb esetben is csak +50%.

Természetes vizfolyasokban, a keresztszelvény ritkdn egységes mélységi, és
a helyszinrajzi vonalvezetés is meanderezs. Az el6bbi két hatas fokozza a ke-
resztirdnyt elkeveredést, igy a természetes vizfolydsokra D, , esetében, Fischer
et al. [1979] a kovetkezs Osszefiiggést ajanlja:

Dy, = 0,6-h-v, (303)

Abban az esetben, ha a vizfolyas csak kissé meanderezs és a partok vonal-
vezetésének szabdlytalansaga csak mérsékelt, az el6bbi egyenlet jobb oldalanak
szorzotényezGje altalaban a 0,4-0,8 tartoményban vehetd fel.

25.3. Hossziranyu elkeveredés

Ha feltételezziik, hogy nincs hatarbol eredd visszaverddés a keresztiranya vagy
hossziranyu szennyezGanyag terjedésnél a hossziranyi turbulens elkeveredés a
keresztirdnythoz hasonléan kezelhetS. Ebben az esetben a turbulens diszperzios
tényez6 megegyeznek:

Dt,z == Dt,y (304)

Azonban a vertikélis sebességprofil nem egységes volta és mas egyenlGtlen-
ségeket okozd hatasok (holt terek, csavart aramlasok, nem egységes mélység,
stb.) egy hosszirdnyu diszperzionak nevezett, a hossziranyu elkeveredésben do-
minans folyamatot indukalnak. Emellett a hossziranyu diszperzios folyamat
mellett (amely a kovetkezkben keriil targyalasra) a hossziranya diffazio (D, )
gyakran elhanyagolhat6 és az el6bbi folyamat veszi at a helyét.

A turbulens diffuzios folyamatok Gsszefoglalas a vizfolyasok esetében

Egy természetes vizfolyas esetében, amelynek szélessége W=10m, mélysége
h=0,3m, vizhozama Q=1 m?/s és medrének esése S=0,0005, az el6bbi egyen-
letek alapjan a diffuzios tényezdk a harom f6 koordindtatengely irdnyaban a
kovetkezok.
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Dy, =6,410"*m?/s (305)
Dy, =5,710"%m? /s (306)

Dy, =5,710"m?/s (307)

Erdemes kiemelni, hogy a természetes medrii (szabélytalanul meanderezd,
stb.) vizfolyasokra a Dy, = 0, 6-h-v, képlettel megadott szamitas a D, , és igy
a D, , tényezdkre is mintegy négyszer nagyobb értéket ad.

Az elébbi szamitasok értékei azt mutatjak, hogy a turbulens diffuzios té-
nyezGk a természetes vizfolydsokban tébb nagysagrenddel nagyobbak, mint a
molekuléris difftuziés tényezdk, biztonsiggal eltavolithatjuk tehat a D,,-re vo-
natkoz6 tagot a 286. egyenletbdl.

26. A hossziranyu diszperzié értelmezése

Az el6z6 részben lathattuk, hogy a sebesség turbulens fluktuacidja egy véletlen-
szeri elkeveredést okoz, ami a Fick-féle diffazios egyenlet segitségével leirhato,
a molekularisnal nagyobb dn. turbulens diffaziés tényezét figyelembe véve. Eb-
ben a részben azt akarjuk megvizsgalni, hogy milyen a sebességek eltéréseinek a
hatasa térben, a nem egyenletes sebességmegoszlasnak, vagy nyirdéaramlésnak,
kifejezett sebességprofilnak a szennyezGanyagok terjedésére.

A kovetkez§ 46. abra sematikusan mutatja be, hogy mi torténik egy nyomjel-
zGanyag felh&vel, hogyan valtozik annak mintazata egy olyan nyiréaramlasban,
ami a nyilt felszini csatorndkban jellemzs.

— Vegyiik egy vizfolyas atlagos, egységnyi széles hosszirdnyt metszetét. Ha
beinjektalunk egy jelzGanyagot (ami pl. egy szennyezSanyagot szimbolizal)
az aramlas (a.) szektordba keresztszelvény mentén egyenletesen elosztva,
akkor a bebocsajtas pillanatdban nem lesz jelen vertikalis koncentracio
gradiens (keresztiranyu sem, de azt most nem vizsgaljuk). Mivel nincs
koncentracié gradiens, nem lesz difftiziés fluxus sem az adott bebocsajtasi
pont vertikilis fiiggélyében.

— A jelz6anyag mintazata azonban advekcidés mozgassal folyasiranyban el-
mozdul és kozben szét is huzoédik a vertikilisan eltéré advekcios sebessé-
gek kovetkeztében el6allo nyirds miatt. Egy révid tavolsigra lefelé tehat a
jelz6anyag felh6 mintézata a (b.) szelvényben lathatohoz lesz hasonlo. Eb-
ben a pontban egy erds vertikalis koncentracié gradiens lesz jellemzs, ami-
nek kovetkeztében nagy netto diffizids fluxus jelentkezik vertikilis irdny-
ban.

— Ahogy a széthuzodo mintéazat folyasiranyban lefelé mozog tovabb, a (tur-
bulens) diffazi6é ki fogja simitani a vertikalis koncentracié gradienst, és
elegendd tavolsagra lefelé, a jelzGanyag felhd mintazata a (c.) pontban
rajzolthoz valik hasonléva.
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Szennyezddésterjedés hosszmenti képe

1IN

vizmélység

(a.) (b.) (c.)
Mélység szerint atlagolt koncentracié eloszlasok

C c C

N P

46. dbra. A hossziranyu diszperzi6 folyamaténak sematikus abraja. Egy nyom-
jelz6t injektalunk a keresztszelvényben egyenletesen elosztva az aramlasi tér (a.)
pontjaban, amely a nyiréaramlas sebességprofilja kovetkeztében széthuzodik a
(b.) helyen. A (c.) szelvényben a vertikalis diffuzi6 méar homogenizalta a kon-
centracio gradienst és egy mélység atlagolt Gauss-féle normaélis eloszlés formé-
jaban varhato a hossziranyban vett koncentracié profil megjelenése [Socolofsky
and Jirka, 2005, nyomén)|

Az a jelz6anyag mennyiség, ami a lent fekvd,(c.) szelvényig jellemzsGen széterjedt
azonban joval nagyobb, mint ami a hossziranyd (turbulens) diffuziés folyamatok
kizarolagos (a keresztiranyd (itt most nem vizsgélt) és a vertikalis turbulens
diffuziot elhagyva) figyelembe vételével szétterjedhetett volna. Ezt a kapcsolt
megjelenését a diffuzios (itt most vertikalis) és advekcios folyamatoknak hivjuk
diszperzionak.

Ha harom dimenzioban oldjuk meg transzport egyenletet, megfeleld mole-
kularis vagy turbulens diffuziés tényezsket felhasznalva, akkor nem sziikséges
semmi specidlisat tenniink, hogy a sebességprofil fent emlitett széthizo hata-
sat pontosan lekGvethessiik. A diszperzié ugyanis implicit médon benne van a
harom dimenziés transzport modellben.

aC 4 9(wzC) | O(vy-C) | O(wz-C) _

2 (Do92) + & (D 52) + & (D-52)

ahol, C, a koncentracié [M L~3], t, az id6 [T}, z,y, és z a hossz-, kereszt-, és
fiiggoleges iranyt koordinéta [L]; vy, v, és v,az dramlasi sebesség [LT 1], D,,
D, és D, a difftzios tényezék [L?T~'] a megfelels koordinatatengely szerinti
irdnyokban.

(308)
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A gyakorlati feladatok tobbségénél az v,, vy és v, sebesség-Osszetevdk, va-
lamint a D,, D, és D, (turbulens) diffaziés tényez6k nem ismertek kielégitd
pontossaggal ahhoz, hogy érdemes lenne, kiilonésen ha a matematikai nehéz-
ségeket is figyelembe vessziik, a turbulens diffuzi6 elbbi egyenletének harom
dimenzioban torténs megoldasa. Vizfolyasok esetében az el6bbi egyenlet viz-
mélység (h|L]) illetve szelvényteriilet (A [L?|) szerint vett integrél alakjainak,
azaz a turbulens diszperzio egyenleteinek az alkalmazésa szokasos [Somlyodi,
1985].

A vizmélység szerint vett integral alak a kovetkezs:

o . 9(hwT) 0(hvyT) 0 LT\ 0 e
o Ot =t e, (hD”” 8x>+3y (hDy a;,)
(309)
ahol, a feliilvonas a sebességek és a koncentracié esetében a mélység menti
atlagot jeloli, a D;* és a D" pedig a kétdimenzios egyenlet hossz- és kereszt-
iranyu turbulens diszperzids tényez6i. A (h) mélység értékével, ha a vizsgalt
szakaszon kereszt- és hosszirdnyban allandénak vehet6 egyszertisithetiink.
A keresztszelvény szerint vett integral alak igy irhato fel:

% (Af) n W - a% <A~DL-ZS> (310)

ahol, a kettss feliilvonas a sebesség és a koncentracié esetében a kereszt-
szelvény teriiletre vonatkozo6 atlagot jeloli, a Dy, pedig az egydimenzids egyenlet
hossziranyt turbulens diszperzios tényezdje [L2T~1]. A (A) kereszt-szelvényteriilet
értékével, ha a vizsgélt szakaszon hosszirdnyban allandénak vehetd egyszertisit-
hetilink. A kettss felillvonast a késébbiekben nem fogjuk hasznalni, hanem csak
szoban utalunk az Gsszefiiggés keresztszelvény mentén atlagolt voltara.

Az el6bbiek szerint tehat diszperzio alatt tehat azt a térbeli egyenlGtlenségek-
bél adédo valéjaban advektiv transzportot értjiik, amely az atlagolas eredmé-
nyeként jelenik meg (a vizrészecskék eldresietnek, illetve elmaradnak az atlagos
elmozdulashoz viszonyitva), és amely a diffiziohoz hasonloan a koncentracio ki-
egyenlitédését idézi elg. A turbulens diszperzids tényezé a diffaziv és diszperziv
transzportot egyiittesen jellemzi és alapvetGen a sebességtér fiiggvénye. Ertéke
tehat annal nagyobb, minél szabalytalanabb jellegi a vizfolyas, illetve egy adott
vizfolyés esetén, minél nagyobb az atlagolas alapjaul szolgalo feliiletelem kiter-
jedése (D, < Di* < D). Megjegyzendd, hogy elébbi zarojeles taghol a D,
még nem a diszperziés, hanem a sima diffazids tényezd.

A diszperzi6 egyenleteinek alkalmazasahoz még az aldbbi korlatozasok meg-
tétele is sziikséges:

— A vizmélység szerint vett integral egyenlet nem hasznalhato a szennyezd
anyag felh6 azon kezdeti szakszara, amely szakaszon beliil a koncentracié
jelentds mélység szerinti gradienssel rendelkezik, vagyis jelentés a kon-
centréci6 valtozésa a mélységgel (sekély vizfolydsok esetében ez a szakasz
altalaban elhanyagolhaté hosszisagn).
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— A keresztszelvény szerint vett integral egyenlet a szennyezGanyag felhs-
nek (csovanak) csak arra, a szennyezSanyag bebocséajtastol tavolabbi sza-
kaszara érvényes, amelynek keresztszelvényein beliil a koncentracié mér
tobbé-kevésbé kiegyenlitett. A keresztszelvény szerint vett integral egyen-
let hasznalata ezért altaldban nem ajanlott széles vizfolyasokra [Somlyodi,
1985].

Vizsgaljuk a tovabbiakban a transzportegyenlet szelvényteriilet mentén vett in-
tegral alakjat részletesebben. A tovabbiakban ki szeretnénk hasznélni annak az
elényét, hogy a koncentracié megoszlasa a (c.) szelvényben lényegében csak egy
dimenzi6s, mivel y, keresztirdnyban (el6bbiekben nem vizsgélt) és z, vertikalis
iranyban a vizsgalt anyag méar jol eloszlott (nincs jelentds koncentracio gradi-
ens). Az elgbbieken kiviil a koncentracio eloszlasa a (c.) pontban a Gauss-féle
normalis eloszlast koveti, igy alkalmazhaté a Fick-féle diffuzios torvény. Tay-
lor elemzése a diszperzidra, ezt a késébbiekben bemutatjuk, egy olyan modszer,
ami a diszperzios anyagfelh$ széthuzo hatasat egy 1D modellbe helyezi el. Az
eredmény egy 1D transzport egyenlet egy jelentGsebb hosszirdnyu elkeveredési
tényezdével, amit hossziranyu elkeveredési tényezének neveziink.

Amint Fischer et al. [1979] mar ramutatott, a kovetkezdkben bemutatando
G. L. Taylor altal leirt elemzés, amely a hossziranyu diszperzios tényez6 szami-
taséra vonatkozik a nyird sebesség profil alapjan egy kiilon érdekes példaja G.
I. Taylor géniuszanak.

26.1. Az advektiv diszperzids egyenlet levezetése

Hogy levezethessiik a hossziranyt diszperziéra vonatkozé egyenletiinket, hasz-
néljuk a Reynolds féle dekompozicié elézi fejezetben levezetett valtozatanak
moédositott forméjat a turbulencia kezelésére. A kovetkezs 47. abra mutatja a
az atlagos sebesség ( U (x;)), ami a harom dimenzios tér z; pontjadban konstans
és a sebesség fluktuacio (v’ (z;,t)), ami valtozik az id6ben, egyenlettel kifejezve:

v(zit) =0 (z;) + v (z4,t) (311)

A nyiréaramlas dekompozicioja (az dbran egy logaritmikus vertikalis sebes-
ségprofilt latunk egy folyoban) esetében van egy mélység szerint atlagolt se-
bességiink (v), ami egy konstans értéket képvisel és egy deviacios (ettdl eltérd)
sebességiink (v’ (z)), ami a mélység szerint kiilonb6z6 mértékben tér el az at-
lagtol, egyenletszertien a kovetkezSképpen.

v(2) =0+ (2) (312)

Explicit médon feltételezziik, hogy az v és az v’(z) fliggetlen az z-t6l. A
{6 kiilonbség ezek kozott az egyenletek kozott, hogy mig az elgbbi egyenletben
egy véletlenszerten fluktualé sebességkomponens v’ (z;,t) van; addig az utob-
biban egy determinisztikus, nem véletlenszerd (és jellegében teljes mértékben
ismert) eltérést kifejezs ,fluktuécios” komponens v’(z), amit inkabb hivhatunk
devidciésnak, mint fluktuaciosnak.
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47. abra. A Reynolds féle dekompozicié Osszehasonlitdsa egy (adott ponton
mért) turbulens aramlés (bal oldal) és egy (térben valtozo) nyirdaramlas (jobb
oldal) sebességértékeinek esetére [Socolofsky and Jirka, 2005, nyomén)]

Amint a turbulens diffizio esetében tettiik, a koncentraciokra szintén alkal-
mazhatjuk a Reynolds-féle dekompoziciot.

C(x,t) =C (z) + C' (x,t) (313)

amely, szintén fligg az x-t6l, és amelyre C (x,t) ismeretlen.

Felszerelkezve az el6bbi ismeretekkel, készek vagyunk a Taylor-féle elemzést
kovetni és alkalmazni egy nyilt felszind csatorndban kialakulé dramlas esetében
a hosszirdnyu diszperziora. A levezetéshez tételezziink fel laminéris aramlast
és végteleniil széles csatornat (medret) egy also és fels6 aramlas szempontjabol
zar6 hatérral, igy a v, = v, = 0. A h mélység a csatornaban legyen, mind hossz-
mind keresztiranyban allandé és a D, és D, tényezdk is legyenek konstansok
a vizsgalt szakaszon. A nyomjelzé anyagot egy keresztszelvény mentén juttat-

juk be igy elhanyagolhat6 az y, keresztirdnyu diszperzi6 (% = 0). A vezérls,
advektiv.diffuzios egyenletiink igy a kovetkezd forméat olti:
oC oC 0*C o0*C
— — =Dy ——+D, — 314
ot v ox ox? + 022 (314)

Az el6bbi egyenlet a fent emlitett feltételek mellett harom dimenzioban ér-
vényes és tartalmazza a diszperziés hatésokat. A diffuziés tényezsk lehetnek
molekularisak vagy turbulensek, attél fliggden, hogy laminaris vagy turbulens
aramlasra alkalmazzuk az egyenletet. Helyettesitsiik be a nyiréaramléasra vo-
natkoz6 Reynolds-féle dekompozicios Gsszefliggést az elébbi fenti egyenletbe.

d (€+O')
B

+ (@ +0) ? (084; Cl) =Dy

92 (5 + C')
Oz

+ DZ.W
(315)
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Mivel mar korabban megallapitottuk, hogy a hossziranyt diszperzi6é sokkal
nagyobb, mint a hosszirdnyu diffizio, ezért el fogjuk hanyagolni a D,-es tagot
az egyenlet rovidebbé tétele céljabol (ezt késébb barmikor késbb visszaadhat-
juk, egy additiv difftizios tagként). Szintén célszert észrevenni, hogy a C nem
fliggvénye a z-nek, igy a jobb oldali utolsé, D,-re vonatkozé tagbol kihagyhato.

o(C+c) o(C+c) 920"
ot ox 922

Amint kordbban tettiik, egyszeriibb kezelni az egyenletet egy atlagos ad-
vekeios sebességgel mozgd koordinatarendszerhez rogzitetten. Az el6bbi célbol
vezessiik be tehat a kovetkezs koordinata-transzforméciot.

+(@+'U/)~ =D,

(316)

E=x -7t (317)
r=t (318)
z2=2z (319)

A lancszabalyt felhasznalva a differencidloperatorok a kiévetkezSképpen ala-
kulnak at.
0 090 09r 00z 0
9 _9J90 0o00r 00z O 320
oz 0f0r  orom 0:0n  0¢ (320)
0 00 90r 09z 0 0
=y = 321
ot oot Toror ozot  or o€ (321)
0 _008 00t 00z 0
0z 00z 0Ordz 020z Oz
Az el6bbi transzformaciokat behelyettesitve a 316. egyenletbe, amelyen mér
alkalmaztuk a kordbban emlitett egyszertsitéseket a kovetkezs egyenlet adodik.

(322)

o(C+c’) o (C+) 20
ar e Pege

Ez az egyenlet az, amely Taylor analizis effektiv kiindulé pontjat képezi.
Az elbbi diszkusszié mar megmutatta, hogy a vertikalis értelemben létezd
koncentracio6 és sebességgradiens az, ami a felel6s a megndvekedett hossziranyta
diszperzioért. Igy ezen a ponton azt szeretnének elérni, hogy eltavolitsuk a fluk-
tudciot nem mutatd tagokat (amelyeken nincs vessz8) az elbbi egyenletbdl. Ez
a lépés nagy batorsagot és alapos koriiltekintést igényel, hiszen azt jelenti, hogy
éppen a %—f tagot dobjuk el, ami pont az a mennyiség, amit végiil is szeret-
nénk elérejelezni. Amint 1atni fogjuk azonban, pontosan ez az, ami képessé tesz
majd minket, hogy egy Osszefiiggést hatarozzunk meg a diszperzids tényezdre

vonatkozodan.

(323)
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Abbdl a célbol, hogy eltavolitsuk az allandé komponenseket az el6bbi egyen-
letbdl, szamitsuk ki az egyenlet mélység mentén vett atlagat és vonjuk ki ezt az
atlagolt format az eredeti egyenletbsl. A mélységi atlagolast kifejezs operator

a kovetkezd:
1 [
- d 324
P (324)

Alkalmazva, tehat a mélység menti atlagolast a 323. egyenletre a kovetkezo6t
kapjuk.

oC  ov-C’
3t o =" (325)

mivel, a C’ és az v’ mélység mentén atlagolt értéke is zérus, de az v’- C'’ ke-

resztszorzata mar nem lehet az. Ez az el6bbi egyenlet tulajdonképpen az az egy

dimenzios vezérlg egyenlet, amit keresiink. Vissza is fogunk térni tehat ehhez

az egyenlethez, amint megtalaltuk az v’ - C’ tagra vonatkozé Osszefiiggést. Ki-

vonva tehat a korabbi 323. egyenletiinkbdl a most megkapott fenti Ssszefiiggést
a kovetkezd adodik.

ac’  ,9C 00" ov-C D el

or Ve TV T Tae T e

amely Osszefiiggés megadja nekiink a koncentracio eltérésekre (deviaciokra)

vonatkozo vezérls egyenletiinket. Ha ezt az el6bbi egyenletet meg tudjuk oldani

C re, akkor vissza tudjuk helyettesiteni a megoldast a %—? + 8”350/ = 0 -ba,

(326)

hogy megkapjuk a C-re vonatkozé éhajtott dsszefiiggést.

Miel6tt megprobaljuk megoldani az elgbbi egyenletet, vegyiik fontoléra min-
den egyes tag nagysagrendjét és a nagysagrendek alapjan dontsiik el vajon sziik-
séges -e mindegyik tag figyelembevétele az egyenletben. Ezt az eljarast hivjak
scale (lépték vagy nagysagrend) analizisnek. A 46. abra (c.) pontjara keresiink
megoldasokat. Ebben a pontban egy részecskét a csoéviaban a sebességprofil
mentén vizsgilva megallapithat6, hogy C'<C . Igy a kovetkezs nagysagrendi
relaciok adédnak az egyes tagok kozott.

oc’  ,aC

/ —_— o —
v o€ <v 7€ (327)
o-C’ ,9C

Az elgbbiek alapjan a fenti egyenlGtlenségek bal oldalan 1évé tagokat elha-
nyagolhatjuk és a 326-bdl a kovetkezs Osszefiiggés marad vissza.

ac’ oC 02¢C"
o TV TP

or Ve T (329)
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Ha megnézziik ezt az Osszefliggést a kovetkezd megleps dolgot vehetjiik észre.
A turbulens diffuzios esetre, a v’- C'’ keresztszorzat volt az, amelyik a turbulens
diffazios tagga valt. Most meg éppen eldobtuk ezt a tagot. Turbulens mozgas-
nal (ami itt a diszperziora is a jellemzs koriilmény lesz), az el6bbi keresztszorzat
reprezentélja a fluktudld sebességek miatt elGalld anyagtranszportot. De nézziik
csak meg egy kicsit kozelebbrol a fenti egyenlet kozépss tagjat. Ez az elem egy
advekcios tag, amely az atlagkoncentraciéval (C) dolgozik, de a nem véletlen-
szerti vertikélis sebességeltérések (v’(z)) szerint. Igy tehat ez egy transzport tag,
ami a nyiré sebességprofil miikodését reprezentalja.

A kévetkezSkben nézziink meg egy masik Taylor altal elkészitett éles elmé-
jiségre vallo egyszertsitést. A diszperzios folyamat kezdeti szakaszaban (46.
abra (a.) és (b.) pontjaban) a koncentricié fluktuacioja valtozo (unsteady).
De lefelé¢ haladva (a (c.) pontban), miutan a sebességprofil hatdsa mar min-
denhol érvényesiilt, a vertikalis koncentracié fluktuacio el fog érni egy allandé-
sult (steady-state) allapotot (az anyagok vertikalis iranyu transzportja ekkor
kiegyenlitett lesz), amely egy konstans (id6 invariadns) diszperzids tényezs esetét
reprezentalja. Ebben az dllandoésult allapotban az el6z6 egyenlet leegyszeriisddik
(a koncentracio fluktuécio idbeli valtozéaséat reprezentaléd tag kiesik).

aCc 9 acC’
2= - 2 | p..— 330
Yo T o2 ( Sy ) (330)
amely, Osszefliggésben, a megel6z6hoz képest, egy nem éllandé D, tényezdt
tételeztiink fel.

Kétszeres z-szerinti integralassal C ~re megoldva az el6bbi egyenletet a ko-
vetkez6t kapjuk.

’ oc [ 1 [*
C(z) = —/ —/ v'dzdz (331)
85 0 Dz 0
_ amely egyenlet igéretesnek latszik, de még mindig tartalmaz egy ismeretlen
C-ra vonatkoz6 tagot.
Lépjiink vissza egy pillanatra és vegyiik fontolora mennyi a hossz irdnyban

értelmezett tomeg-fluxus. A mozgo6 koordindtarendszeriinkben, csak egy sebes-
ségiink van, igy az advektiv tomeg-fluxus (¢,) a kovetkezs kell, hogy legyen:

G = 0" (5 + C') (332)

Hogy megkapjuk az integralt tomeg fluxust (kereszt-szelvényre vonatkozo
anyagaramot), szamitsuk ki az el6bbi Osszefiiggés mélység szerinti atlagat (vi-
gyazzunk az atlagos fluxus, még nem a keresztszelvényre vonatkozo anyagaram).

1 h — ’ 1 h ’ —
qu:—-/ V- (C+C)-dz:—-/ VO dy =0 O (333)
0 h 0

Az el6bbi egyszeriisitésnél felhasznaltuk, hogy v -C szorzat mélység szerinti
atlaga zérus.
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Behelyettesitve a 331-es, C -re vonatkozd megoldast az el6bbi Osszefiiggé-
siinkbe, a mélység mentén atlagolt tomegfluxusra adodik.

1 /h ,0C / 1 / ,
= —- vV ——- — v'dzdzdz 334
4 hJo o6 Jo D2 Jo (334)

A % tagot kivehetjiik az integral jel elé, mivel fiiggetlen a z-t6l. A kapott
Osszefiiggésre a Fick-féle torvény tomeg-fluxusra vonatkozé alakjat alkalmazva
kapjuk a kdvetkezst.

oC

q7: —_DllaiE

(335)

ahol, a Dy, tag jelentése:

1 [h =1 [
Dy :_7,/ v’./ 7./ v'dzdzdz (336)
h 0 0 Dz 0

Mivel a Dy, tagra vonatkoz6 Gsszefiiggésiink csak a mélység és a sebességprofil
fliggvénye (meg a D, paraméteré, ami viszont szintén az el¢bbiek alapjan adhaté
meg lasd. a korabbi Osszefliggéseket) Dy értékét barmilyen sebességprofilra
szamithatjuk integraléssal. Az el6bbiek szerint tehat sikeriilt egy analitikus
megoldast kapnunk a hosszirdnyt diszperziés tényezdre.

Az utolsd lépés, hogy behelyettesitsiik a kapott eredményiinket a mélység
szerint atlagolt ( %4— ava/.gc’ = 0) vezérls egyenletiinkbe. Vegyiik észre azonban,
hogy a mélység szerint atlagolt vezérlé egyenletiink nemcsak mélység szerint
atlagolt, hanem keresztiranyban is, hiszen a kiindulési feltételek k6zott szerepelt,
hogy a keresztirdnyu koncentracié gradiensiink zérus volt.

oC 0 oC
o = e (%) (357

Az el6bbi egyenlet az eredeti, all6 koordinatarendszerre visszatranszformélva
megadja az egy dimenziés advektiv diszperzios egyenletet.

amelyben, a Dy, a 336.egyenlet szerint korabban definialt [Socolofsky and
Jirka, 2005].

oc _oC 9 ( 80)

26.2. Hossziranyu diszperziés tényezdk sziamitasa

Az el6z6 részben megadott analitikus megoldéas alapjan probaljunk meg szami-
tasi modszereket talalni gyakorlati problémék megoldasdhoz. Valodi vizfolyasok
esetében, dltaldban inkabb a keresztiranyu (y koordinatatengely irdanya) nyiro-
aramlés, mint a vertikalis (z irdny1) irdnya nyiras jatszik fontosabb szerepet. A
keresztirdnyu nyir6aramlas esetére Fischer et al. [1979] az el6z6 részben leirthoz
hasonlé elemzés alapjan vezette le a kovetkezs Gsszefiiggést:
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D L /W v'-h /y L /1/ v’ -h-dydydy (339)
L = — — . . . . .
A Jo o Dyh Jo

ahol, A, a keresztszelvény teriilete [L?]| (kordAbban méar definialt), W pedig a
szélessége [L] a vizsgalt vizfolyasnak. Fiiggetleniil attol melyik Osszefliggést va-
lasztjuk, a kérdés még mindig fennéll, hogy hogyan tudjuk ezeket az integralokat
a legalkalmasabb modon kiszamitani.

26.2.1. Analitikus megoldas

Lamindris dramldsok esetére 1étezhetnek analitikusan megadhaté sebesség pro-
filok és a 336 Osszefiiggés analitikusan is szamithat6. Fischer et al. [1979] példa-
jat kovetve, a legegyszertibb aramlés a két végtelen feliiletd lap k6zotti aramlés,
ahol a felsG lap V relativ sebességgel mozog az alsé laphoz képest. Erre az esetre
Dy, értékre adodik:

V2~d2
~ 120D,

ahol, a d a két lap kozotti tavolsag [L].
Hasonléan megadhat6 a cs6ben kialakulé laminéris dramlas esetére a Dy.

L (340)

VE-a?
Dy =2 41
Y7 192.D, (341)
ahol, a a cs6 sugara [L]|, Vo a cs6 tengelyében mérhetd sebesség [LT 1] és
D, a radialis difftziés tényezs [L2T 1.
Turbulens aramlasokra az elemzés hasonlé ahhoz, amit a turbulens diffuzio-
val foglalkozo alfejezetben végrehajtottunk és az eredmény a kovetkezs

1 (" =1
DL:”./ v’./ 7./ v'dzdzdz (342)
h 0 0 Dz 0

Osszefiiggés szerinti formajat tartja meg. Az Gsszefiiggésbe a turbulens diffa-
zi6s tényezdt és az atlagos turbulens nyirésebesség profilt helyettesitjiik be a D,
és az v’ helyére. Ezek alapjan egy csében beéllé turbulens aramlas hossziranyt
diszperzios tényezGje a kovetkezd.

Dy, =10, 1-av, (343)

ahol, v, [LT~!] a méar korabban definialt nyir6 vagy méas néven fenékcstsz-
tato sebesség.

Egy kiilonos fontossaggal biro eredmény egy végtelen széles, h mélységi nyilt
felszind csatornéara érvényes Osszefliggés. Logaritmikus sebesség profilt hasz-
nalva a Karman-féle konstanst 0,4-nek véve a diszperziés tényezs a kovetkezs-
képpen szamithato.

Dy, = 5,93-hv, (344)
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Osszehasonlitva az eredményt a hossziranyt turbulens difftziora kapott dssze-
fiiggéssel az elozé fejezetbdl (D, , = 0,15-h-v, ) lathatjuk, hogy a Dy-re vo-
natkozoan hasonlé alaku Osszefiiggést kapunk ( och-v.), azonban a Dj sokkal
nagyobb, mint a hossziranyu turbulens difftzios tényezs. Valodi nyilt felszint
csatornak esetére, ahol a két part k6zotti keresztirdnyt nyirosebesség profil do-
minansa valik, a Dy-re vonatkozo szorzotényezs 5 és 7000 kozott valtozhat [Fis-
cher et al., 1979].

26.2.2. Numerikus integralas

Szdmos gyakorlati mérndki alkalmazas esetében, a valtozd medergeometria le-
hetetlenné teszi, hogy egy analitikus nyir6 sebesség profilt becsiiljiink. Ebben
az esetben egy alternativ lehetGség, hogy a vizfolyés keresztszelvényét szektorok
sorozatara bontjuk szét, minden egyes szektorban egy jellemz6 fliggély mentén,
tOobb helyen megmérjiik a sebességet (a klasszikus vizhozammérés nagyobb viz-
folyasokon hasonld, igy az adatok sok idGpontra vonatkozoan rendelkezésre 4ll-
hatnak). A sebességekbdl szektoronként atlagot szamolunk, igy a keresztiranyu
sebességprofil rendelkezésre all, ezutan szamitjuk a vizfolyas keresztszelvényre
vonatkozoé atlagsebességétsl valo eltéréseket. A sebesség eltérések alapjan a

D 1/W’h/y ! /y’hddd (345)
L= ——" v . U..y.y.y
A 0 0 Dyh 0

Osszefiiggés segitségével numerikus integralast alkalmazva szamitjuk a disz-
perzioés tényezs értékét.

26.2.3. Meérnoki becslés

Amikor csak durva mérések dllnak rendelkezésre, akkor is valahogyan sziikséges
egy mérnoki szempontbdl okszeri becslése a hossziranyt diszperziés tényezének.
Hogy ezt megtehessiik, irjuk fel a numerikus integralasnél is felhasznalt el6z6
(339) osszefiiggésiinket dimenzionélkiili (x-al jelolve) formaban.

y=Wy*v =\Vu?"; D, =D,D,*;h = h-h* (346)

ahol, a feliilvonasok keresztszelvény menti atlagot jelentenek.

Amint mér elmondtuk a vizfolyasok hossziranyu diszperziojat a keresztira-
nyt nyiré sebesség profilok hatarozzdk meg dominidnsan. Ez az amiért y és D,
van a Dp-re vonatkoz6 fenti egyenletben feltiintetve. Az elébbi tagokat dimen-
ziomentes formaban behelyettesitve a Dp-re vonatkozé korabbi (339) egyen-
letbe, a kovetkezst kapjuk.

Dp=——-'I (347)

ahol,
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1 g V"
I= —/ U’*-h*-/ m/ "R dy* dy* dy* (348)
0 o Gy - 0

Fontos megjegyezni, hogy itt a d; nem a keresztirdnyu diszperziés tényezst
jeloli, hanem a D, keresztiranyd diffiziés tényezS dimenzidmentes formajat.
Fischer et al. [1979] kimutatta, hogy a legtobb gyakorlati esetben megfelels, ha

az I-t a 0,01-0,1 tartomanyban vessziik fel.
Egy lépéssel tovabbmenve, ijabb nagysagrendi becslések vezethetSk be Fis-
cher et al. [1979] vizsgalatai alapjan. Kisérletek és terepi mérések alapjan meg-

allapithato, hogy a %%,2 arany 0,240,03 kozott vehets fel. Szabélytalan vizfo-
lyasokra a D, = 0,6-h-v, adhaté meg a kordbbiak szerint. Ezeket az értékeket
behelyettesitve a Dy, = W%IQ -I-ba, az I=0,033 értéket felvéve adodik.

Yy

w232

Vs

Dy, =0,011 (349)

amely Osszefiiggés egy durvan 4-szeres szorzén beliil volt altaldban érvényes
a vizsgalatok alapjan. Az eltérések elsGdlegesen az elemzés sorén egyes fakto-
rok figyelembe nem vételébsl adodtak, ilyen tényezsk példaul a recirkuléciok
(visszaforgasok) és holt zonédk (holt terek).

26.2.4. Geomorfologiai alapi becslés

Deng et al. [2001] az eldbbiekben targyalt mérndki becsléshez hasonlé meg-
kozelitést publikaltak a diszperziés tényez6k egyenes vonalvezetésd vizfolyasok
esetében torténd becslésére a jellemz6 geomorfologiai paraméterek alapjan. Az
altaluk megadott kifejezés a kovetkezs alaka.

s _\ 2

Dy, 0,15 (W\3 [ ©
= e I 350
h-vy  8-€9 ( h ) <v*> (350)
ahol, €;y egy dimenziénélkiili szam, amely a kovetkezGképpen adhatd meg.

1w (W\"*®

=0,14 — — 1
€0 = 0,145 + 3520 . (h) (351)

Ezek az egyenletek stabil medrd folyok hidraulikijanak és geometriajanak
kapcsolatdan alapulnak, avval a feltételezéssel, hogy az egyenletes dramlasra vo-
natkoz6 formula érvényes helyi mélység szerint atlagolt valtozokra. Deng et al.
[2001] az el6bbi Osszefliggés &altal megadott becslést Gsszehasonlitotta a 349.
egyenlettel szamitott becsléssel és 73 db. terepi méréssorozat adataival. TGbb,
mint 64%-a az elébbi [Deng et al., 2001] egyenlettel tortént becslésnek a méré-
sekbdl szarmazo értékekkel Gsszehasonlitva a 0,5< Dy, pecsies/ DL meres <2 tarto-
manyon beliilre esett. Ez a pontossag atlagban jobb, mint ami a 349. Gsszefliggés
alapjan adodott, de megjegyzendd, hogy néhany esetben a Fischer-féle egyenlet
(349) jobb eredményt adott.
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26.2.5. Nyomjelzsds vizsgaltok hasznalata

Az egyik leginkabb megbizhaté médja a diszperzids tényezsk szamitédsanak nyom-
jelzGs vizsgalatok végzése. Fontos figyelni arra, hogy mivel a Dy, a sebességpro-
filtol fiigg, tehat altaldban a vizhozamnak is fiiggvénye. Igy a nyomjelzés vizs-
galattal egy adott vizhozamnal meghatarozott diszperzids tényezé nem sziik-
ségszertien alkalmazhatd egy masik helyzetre eltéré vizhozam-tartomanyban.
Az ilyen esetekben valoszintleg az adja a legjobb megoldast, hogy nyomjelzss
mérések sorozatat végezzik el kiillonb6z6 vizhozam tartomanyokban. Egy méa-
sik megoldas egyetlen nyomjelz&s vizsgalat esetében, hogy annak eredményét
osszehasonlitjuk pl. a Dy = 0,011- W A egyenlet alapjan torténd becsléssel,

acélbol hogy az Gsszevetés alapjan az egyenletet alkalmasabbé tehessiik a més
vizhozam-tartomanyokban (vagy egyéb koriilmények kozott) torténd becslésre.

26.2.6. Elkeveredés vizsgalata vizfolyasokban

Egy elkeveredési jellemzsk becslésre végzett nyomjelzss vizsgalat részeként pont-
szeri forrasként nyomjelzét adagolunk folyamatosan egy felszini vizfolyasba a
keresztszelvény kozépss részén. Téargyaljuk meg a lezajlo elkeveredési folyama-
tokat és azokat a hossz skaldkat, amelyek a bejuttatott nyomjelzé tutjat befolyé-
soljak.

Bar a bejuttatott nyomjelzd kezdeti vertikalis impulzusa altaldban jo fiiggély
menti elkeveredést idéz eld, tételezziik fel most azt, hogy a didk nagyon évatosan
csak a felszinre juttatja ki a nyomjelz6t. Ebben az esetben a vertikalis turbulens
diffuzi6 fogja elkeverni a nyomjelzét a mélység szerint és a ,yvertikilis elkeveredés
egy vizfolyasban” cimii alfejezet példajabol tudjuk, hogy a bejuttatott anyag
vertikalisan teljesen elkeveredettként kezelhets a bebocsdjtéasi ponttol,

L,=12h (352)

ahol, h a vizfolyas mélysége [L].

Amint az anyagfelh6 (csova) lefelé mozog, folyasiranyban a keresztirdnyu
turbulens diffuzio elkeveri a nyomjelz6t keresztiranyban [Socolofsky and Jirka,
2005].

Amennyiben arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi az a tavolsag, ami alatt
a vizfolyas sodorvonalaban (az elgbbiek a keresztszelvény kozépvonalat emlitet-
tiik, ami kanyarulatmentes szakaszon megegyezik a sodorvonallal) permanens
formaban bebocsatott szennyez6anyag (mélység mentén atlagolt jellemzokkel)
csovajanak széle mikor éri el a vizfolyas partjat elGszor definidlnunk kell a cséva
szélét (48. &bra) Ezt tegyilik meg a keresztiranyt szoras (o) segitségével, amely
a csova keresztiranyt eloszlasara a Gauss-féle normalis eloszlas analogiaja, amely
a C, mélység mentén atlagolt koncentracio eloszlasat adja meg,

Clz,y) = M -exp(_“‘f’y%'f) (353)

h-\/4m-Dy,*-v-x

alapjan a kovetkezéképpen irhato.
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(354)

ahol, T a hosszirdnyt sebesség atlaga, [LT '], D}* a keresztiranyu turbu-
lens diszperzios tényezd, = pedig a hossz menti koordinata [L]. A csova szélét
definidljuk most ugy, hogy ahhoz a legnagyobb koncentracié bizonyos rogzitett
szézaléka tartozzék. Amennyiben ez 10%, akkor y = 2,15-0, , és igy a csova a
szélessége (W s[L]) a szimmetria figyelembevételével a kovetkezs:

Wes = 4,3 —2— ° (355)
v

A WaW,, feltételbsl, ahol Wa vizfolyas szélessége, a partélek eléréséhez
sziikséges tavolsag az elkeveredés egyik fontos jellemzGje a kovetkezd.

(356)

ahol, L, az ugynevezett els6 elkeveredési tévolsag [L].
Az elgbbi L;-re vonatkozo egyenlet alapjan viszont az alabbi lényeges kovet-
keztetések vonhatoak le.

— Az L, egyenesen aranyos a sebességgel és forditottan ardnyos a diszperzios
tényezével,

— Ly a szélesség négyzetével né. Ez magyardzza azt, hogy mig értéke pl.
Sajoé nagysagu vizfolydsoknal néhény szaz méter, addig a Duna esetében
100 km-t is elérhet.

A koncentracio szelvényen beliili teljes elkeveredéséhez (kiegyenlitGdéséhez) sziik-
séges tavolsag (Lo ugynevezett masodik elkeveredési tavolsdg) jelentGsen na-
gyobb, mint az L, de a Gauss-féle analdg egyenletbdl (353) nem vezethets le,
mivel a megoldas a partélek hatasat nem veszi figyelembe. Ha a partélek ha-
tasat is figyelembe vessziik, de a bevezetés parti, a Lo tavolsig durvan az L,
haromszorosanak adodik.

Egy masik megkozelités szerint tjra a ,yertikilis elkeveredés egy vizfolyés-
ban” cimd alfejezet okfejtését segitségiil hiva a nyomjelzét keresztirdnyban tel-
jesen elkeveredettnek vehetjiik a bebocsajtasi ponttol,

2

L=

3-h

ahol, Wa vizfolyas szélessége [L]. Ez az egyenlet tehat egy mas megkozeli-
tésbdl ad becslést a Lo [L], ugynevezett masodik elkeveredési tavolsagra.

A bebocsajtéasi pont és az L, tavolsag kozott az csdva teljes mértékben harom

dimenzidés mozgasu és nem kell egyszertsitéseket tenniink a transzport egyen-

letben. Az L, tavolsagon tul a csova vertikélisan elkeveredett és a hosszirdanyu

(358)
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L2 (2. elkeveredési tavolsag, C kiegyenlitddik keresztiranyban)

L1 (1. elkeveredési tavolsag)

(cs6va eléri a partot)

J N ——
- C(x,
. Wcs Sl (x.y)
w -<< —A
_ X
Cmax

\ A .
a csOva széle

48. abra. SzennyezGanyagok permanens elkeveredésének szemléltetése kereszt-
iranyban (kozépvonalban torténd bevezetés esete [Somlyodi, 1985, nyoman]|

diszperzié fogalma hasznalhaté. Az L,-nél kisebb tavolsdgokra azonban két di-
menziés modellt célszerd hasznalni, ahol keresztiranyu és hosszirdnyu diszper-
z16s tényezbket célszert hasznélni a mélységi atlagolas miatt. Az L, tavolsdgon
tul az egy dimenzios hossziranyu diszperzios modell alkalmazhatoé (keresztszel-
vény szerint atlagolt jellemzoket hasznélva).
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rész X
A Szivargas

Bevezetés

Szamos gazdasagi szempontbdl is fontos természeti folyamat miikodik a felszin
alatti kozegben, amely a felszin alatti viz mozgéasa altal maghatéarozott vagy az
altal befolyasolt. Mind gazdasagi mind kdrnyezetvédelmi szempontbol fontos te-
hét, hogy megértsiik ezen vizmozgas sajatsigait, az azt befolyasold faktorokat,
hatasokat és a felszin alatti dramlasi rendszerek kialakulasit. Az elGbbiekhez
kapcsolodoan lényeges az is, hogy eljarasokat fejlessziink ki ezen aramléasok ta-
nulményozasara, pontos matematikai formaban torténd leirdsara és esetleges
modositasara.

A felszin alatti vizmozgés meghajto erejének, térbeli dramlasi mintazatanak
és befolyasolo faktorainak tanulmanyozasa, az &ramlas mind tudoményos, mind
gyakorlati szempontbdl lényeges volta miatt, régéta a hidrolégusok, hidrogeolo-
gusok, mérnokok és manapsag egyre inkadbb az altalanos foldtudomannyal, kor-
nyezetvédelemmel foglalkozé szakemberek érdeklGdésének kézéppontjaban all.

27. A Darcy-féle kisérlet

A felszinalatti kozegben jellemz6 aramlas és az azt befolyasolo faktorok kozotti
alapvets kapcsolatot laboratériumi kisérleti alapjan egy francia mérndk Henry
Darcy (1856) allapitotta meg els6ként. A torvény kidolgozasa Dijon varosdnak
vizellatasa (forrasokbol, kutakbol) kapcsan készitett tanulményhoz kapcsolo-
dik. Az folyadék aramlésara felirt torvény ekvivalens az elektromos aramlésra
vonatkozé Ohm torvénnyel és a héaramlasra vonatkozo Fourier torvénnyel. Az
ekvivalencia azért is jogos, mivel az dramlasokra vonatkozo {6 fizikai torvénye-
ket veszi alapul. A Darcy altal kidolgozott és késGbb roéla elnevezett torvény
jelenleg a felszin alatti viz mozgéisanak tanulményozisanal alapvetd érvényt.
Darcy a szivargassal kapcsolatos kisérleteit 3,00 m effektiv hosszisagu és 0,35
m atmérsjd homokkal toltott femcesovekben végezte (49. abra, Darcy [1856]),
amely fémcstvek alsé és fels§ végeihez nyomasmérs manométerek voltak kapcsol-
tak. A méréssorozat soran a homok szemcsedtmérdjét és az atfolyod vizhozamot
valtoztatta. A vizsgélatok azt mutattik, hogy az atfolyd vizhozam, mivel az
dtmeérd allando volt, azonos szemcseméterti homoknal a manométerekben mért
nyoméskiilonbséggel egyenes ardnyban valtozott. A homok szemcseméretének
csOkkenésével pedig azonos nyoméskiilonbség mellett az atfolyd hozam csékkent.
Az el6bbiek szerint a Darcy-altal megallapitott 6sszefiiggés az atfolyd hozamra

(QILPT™)).

Q=A k- (hy—hs)/Al (359)

ahol, A, a homokkal t5ltott oszlop keresztmetszeti teriilete [L?], Al, a mano-
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49. dbra. Az eredeti Darcy-féle kisérleti elrendezés [Darcy, 1856]

méterek mérési pontjai kozotti hossz, h, a manométerekben mért nyomémagas-
sag %[L]a manométer egy adott viszonyitési sik folotti mérési magassagahoz z
[L] hozzaadva h = z + i—i‘f [L], k, az egyenletben egy aranyossagi tényezs, amely
a szemcseméret novekedésével novekedett, jelenleg hidraulikus vezet&képesség-
nek vagy szivéargési tényezének hivjuk [LT1].

A szivargasi tényezs mérésére a laboratériumban, jelenkorban hasznélt, per-
meaméter elnevezési, berendezés nagyon hasonlé kialakitést az eredeti Darcy-

féle kisérlet elrendezéséhez.

28. Felszin alatti aramlasi rendszerek tanulma-
nyozasa

Az egyik legkorabbi publikicio a felszin alatti &ramlas térben osztott rendsze-
rének leirasarol D’Andrimont-t6l szarmazik 1906-bol (50. abra, Toth [2006]).
Az &bra kozepén 1évs volgy aljahoz konvergald aramvonalak egy helyi aramlési
rendszert mintaznak. Megfigyelhet§ azonban, egy erre a helyi dramlasi rend-
szerre szuperponalédo regiondlis dramlasi rendszer is, ami az elébbit magaba
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50. dbra. Egy felszin alatti szabad felszind dramlasi rendszer komplex mintazata
(forras D’Andrimont 1906 in Téth 2006)

foglal6é nagyobb vizgyijt6hoz tartozik és aramvonalai egy nagyobb 6 volgy felé
iranyulnak. Az abra egy lényeget megfogo altaldnositasa egy nagyobb vizgyiij-
tében jelentkezd komplex aramlasi rendszereknek. Bar az elébbiekben véazolt el-
képzelés helyes, csak egy személy gondolatban alkotott képe marad mindaddig,
amig meg nem sziiletik az elképzeléshez kapcsoloddan a rendszer és a folyamat
matematikai leirdsa, ami lehet&vé teszi méasok szdmara is a reprodukalast és a
tovabbfejlesztést.

Az dtmenetet a felszin alatti dramlasi rendszerek spekulativ megkozelitésébdl
a szigori matematikai formulakat alapul vevé leiras felé Hubbert [1940] munkaja
jelentette ,, The Theory of Ground Water Motion”. A viz mozgasa a felszin alatt
potencidlos szivargés. A potencialt, ®, Hubbert [1940] ugy definidlta, mint ,egy
olyan fizikai mennyiséget, amely egqy dramldsi kézeg barmely pontjiban megha-
tdrozhato és amely nagysdigdval meghatdrozza térbeli irdnyultsdgtol fiiggetlenil a
szivdrgds iranydt oly modon, hogy a szivdargds mindig a nagyobb potencidlu hely
feldl a kisebb potencidli hely felé torténik” (51.dbra).

A potencial konstans értékeivel jellemzett pontok Gsszessége az un. ekvipo-
tencidlis feliilet. A gradiens az ekvipotencialis feliiletre merdleges és a potencial
novekedésének irdnyaba mutat. Nagysiga megadja a potencidlnak a gradiens
irAnyadban mért egységnyi hosszra esé valtozasat. Ebben az esetben a gradiens
vektor a sebesség, és igy a gradiens-vektorokra érintélegesen illeszkeds gorbék
az aramvonalak. Az aramvonalak (i) ezek szerint merslegesek az ekvipoten-
cialis feliiletekre, amelyek sikbeli dramlasnal ekvipotencidlis gorbék (¢). Az
elgbbiek miatt mondhatjuk, hogy a potencidlvonalak (ekvipotencialis gérbék)
és az aramvonalak egymasnak ortogonalis trajektoriai (51. abra), a kozbezart
elemi idomok, pedig gorbevonalu téglalapok [Haszpra, 2002].

1962-ben a magyar szarmazéisu Toth Jozsef Kanadaban egy 1j felfedezést
tett. A fenti Hubbert-féle abra aramvonalrendszerét terepi tapasztalati alapjan
megkérdGjelezte. Hubbert [1940] szerint ugyanis a beszivargo vizek mind a folyo-
volgy feneke felé tartanak, mivel azt feltételezte, hogy a folyémeder hasonlé egy
lecsapold, viztelenité arokhoz. A Hubbert-féle a folyovolgy fenekéhez konver-
galo aramkép, ezen a konvergencian, mint el6zetes feltételezésen alapul és nem
pedig egy valodi aramképszerkesztés eredménye. Toth [1962] a Laplace-egyenlet
megoldasaval egy egyszerl geometridja vizgytjté esetében meghatéarozta, hogy
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51. abra. Felszin alatti vizek dramlési rendszereinek kozelité abrazolésa egy ide-
alizalt metszetben, homogén és izotrop felszin alatti kézegben egy horizontalis
vizzéard réteg f6lott. Az dramvonalak végiikdn az dramlas irdnyat megado6 nyil-
lal, folytonos vonallal jeloltek az un. ekvipotencialis vonalak pedig szaggatott
vonallal (forras Hubbert 1940 in T6th 2006).

hovéa akar a viz valojaban eljutni magéatol az elsbbi (Hubbert-féle) eléfeltétele-
zés figyelmen kiviil hagyasaval. Toth [1962] elemzései alapjan azt talalta (52.
abra), hogy a talajviz dramlasi vonalai nemcsak a volgy aljara koncentralodnak,
hanem az altala vizsgalt siknak tekinthetd lejts (idealizalt fél vizgytjtémetszet)
teljes also fele kilépési zondnak (vagy mds néven feldramldsi zéndnak) szamit a
szivargas szempontjabol.

Toth [1963]késsbb ugy taldlta, hogy az altala elGszor vizsgalt siknak tekint-
het6 volgyoldal tulzott egyszertisitésnek szamit, igy megoldotta a problémét a
sik lejtére szuperponédlodo szinuszosan valtozo felszin esetében is (53. abra).
Bar a vizsgalt rendszer homogén és izotrép volt, a kapott dramlasi kép mégis
igen komplex dgynevezett hierarchikusan egymaésba agyazott dramlési rendsze-
reket mutat. A 53. abran a sik lejtére szuperponalédé hullamzé felszin nincs
megjelenitve, de az aramlasi rendszerekkel Osszefiiggésben a kovetkezdképpen
értelmezhetd:

— A lejts, amely a f6 vizgyiijt6 egyik oldali keresztmetszetét jelképezi, felsd
része a f6 beszivargasi teriilet, also része pedig a {6 felaramlasi zona.

— A hullamz6 felszin fels6 részei a kézbens6 hegyhatakat jellemzik, ezek az
alsobb szintl dramlasi rendszerek beszivargasi teriiletei. A szinuszos hul-
lamok alsé részei pedig a mellékvolgyeket jelzik, amelyek a helyi és kozép-
szintd rendszerek felaramlasi zonai.

Egy szerencsés egybeesés, hogy Alan Freeze a kalforniai Berkeley Egyete-
men éppen ez id6tajt keresett egy Ph.D. témat azzal a szdndékkal, hogy az
éppen terjedsfélben 1évé numerikus modszerek el6nyeit bemutassa a talajviz-
zel kapcsolatos problémak esetében. Freeze Toth vizgytijtSk Osszetett dramlési
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52. abra. Elméleti potenciadlmegoszlas és aramlasi mintazat kiilonb6z6 mélységti
vizzarorétegek esetében sik lejtéji vizgyjts esetében [Toth, 1962].

Felaramldsi teriilet Utdnpotiodasi teriilet

53. abra. A kiilonboz6 szinti felszin alatti viz aramlési rendszerek elvi vazlata
[Toth, 1963, nyoméan)|
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rendszereire vonatkozé eredményeit felhasznalva egy harom cikkbdl allo brili-
ans publikécié sorozatot (Freeze és Winterspoon 1966, 1967, 1968 in Toth 2006
) kozolt le a felszin alatti dramlési rendszerek numerikus, de az analitikussal
Osszhangban 1év6, modszerekkel vald szamitasarol. Az 4j numerikus szamitési
eljaras a gravitacio altal meghatéarozott felszin alatti szivargast vizgyijté szin-
ten is képes volt szamitani tetszéleges terepfelszin, heterogén és anizotrop felszin
alatti kozeg esetében is.

A fenti 1962 és 1968 kozott megjelent publikiciok egyiittesen alapvets be-
folyast gyakoroltak a hidrogeoldgia tudomanyanak fejlédési irdnyara és témate-
riiletére. Az addigi viztartéra és kutak hidraulikijara vonatkozoé megfontolasok
mellett a felszinalatti vizkészletekkel foglalkozd kutatok egy vizgytjts szintid
megkozelités alapjan is vizsgalodhattak. A tudomanyteriilet boviilt a cikkek 4l-
tal elkezd6d6 célraorientalt terepi vizsgalatokkal, amelyek a felszin alatt mozgo
vizet, mint geologiai elemet vették figyelembe. Az elébbiek alapjan a regioné-
lis dramlasi rendszerek elképzelése szdmos egyéb tudomanyteriiletre is beépiilt,
agy, mint a talajtanba, az olajbanyéaszatba, a talajmechanikaba, a szedimen-
tologiaba, stb. Igy a hidrogeolégia felszin alatti aramlasokkal foglalkozé része
egyuttal mind alap-, mind specialis tudomanyteriiletévé is valt a f6ld- és hidro-
logiai tudomanyoknak.

29. A hidraulikus nyomas, a nyomémagassag és
a potencial értelmezése

Valojaban a korabban Hubbert [1940] altal definialt potencial abszolut nagysaga
onmagaban nem mérhetd, ugyanakkor annak valtozasa igen. Tehat a potencialt
mindig egy viszonyitasi helyhez képest vizsgaljuk.

A folyadék dramlasa porozus kézegben egy mechanikai folyamat. A folyadék
mozgasat elGidézs erSknek le kell gy6zniiik azt a strlodasi erét, amely a mozgd
folyadék és a kozeg szemcséi kozott 1ép fel. A szivargas folyamén a surlodés
kovetkeztében a mechanikai energia irreverzibilis h6vé alakulasa is fellep. A
szivargas ezért nem lehetséges olyan irdnyba, ahol a folyadék tomegegységére es6
mechanikai energiidja az adott helynél magasabb, vagyis sziikségszertden olyan
irdnyba torténik, ahol a folyadék tomegegységére esé mechanikai energidja a
vizsgalt helynél alacsonyabb (54. &bra).

A folyadék tomegegységre esé mechanikai energidjat a szivargasi tér barmely
pontjara meghatarozhatjuk igy, hogy meghatarozzuk azt a munkat, amit akkor
kell végezni, amikor egy tetszéleges valasztott zérus helyrél egy tomegegységnyi
folyadékot a kérdéses pontra juttatunk el. Mint azt a kordbbi definici6 sugallja:
a folyadék szivdrgdsi potencidljit a pordzus kézegben a folyadék tomegegységre
vonatkoztatott mechanikai energidjoként értelmezzik. Mivel ez abszolit érte-
lemben nem meghatarozhato, helyesebb tugy fogalmazni, hogy a potenciil meg-
véaltozasa az a munka, amit be kell fektetni vagy nyeriink, mik6zben a vizsgalt
folyadék az aramlési térben az egyik pontbol egy méasik pontba jut.

A potenciél fogalmanak megértéséhez végezziink el egy gondolatkisérletet:
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54. dbra. A porozus kozegben lezajlo dramlés séméja, a folyadék mindig az
alacsonyabb energiaszintd hely felé torekszik [Haszpra, 2002, nyoman].

tételezziink fel egy olyan helyet az dramlasi térben, ahol a z magassag zérus, a p
nyomaés a légkori nyoméasnak felel meg, azaz p = pg. A pg stirtiségi folyadék egy
tomegegységnyi mennyisége Vo = 1/pg térfogatot foglal el. Szamitani kivanjuk
azt W a munkat, amely ahhoz sziikséges, hogy a témegegységnyi folyadékot egy
olyan masik P helyre juttassuk el, amelynek magassaga z és nyomasa p. Ezen a
helyen a folyadék strtisége p, ezért a tomegegységnyi folyadek V = 1/p térfoga-
tot foglal el. Tovabba tételezziik fel, hogy a folyadék sebessége kezdetben v = 0,
és a P helyen v. Az a W munka amit el kell végezni az harom komponenshdl
tevédik Gssze.

Egyrészt sziikséges a tOomeget a z = 0 magassagrol z magassigra emelni
(wl).

Maésrészt a tomeget v = 0 sebességrol v sebességre kell gyorsitani (ws).

Harmadrészt munkét kell végezni ahhoz, hogy a py nyomasu folyadékot p
nyoméasuva alakitsuk (ws).

Az el6bbieket matematikai formaban a kovetkezSképpen irhatjuk fel:

P
W:w1+w2+w3:mgz+m7”2+mf%dp
Po (360)

2 pd
W =mgz+ " —i—mg"?p
0

Mivel a potencial a tomegegységre vetitett munka, ezért a kdvetkezst kapjuk:
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55. abra. A 1 nyomoémagassag, a z magassig és a h hidraulikus nyomés értel-
mezése [Freeze and Cherry, 1979, nyoméan)|

® L d
—gz+2—|—p/p (361)
Po
Mivel a porézus kozegheli sziviargas sebessége mindig nagyon kicsi, ezért a
mésodik tag, a folyadék-gyorsitasbol eredé munka — szinte mindig —elhanyagolhaté.
Osszenyomhatatlan folyadékok esetében a siiriiség allando, azaz a p nyomasanak
nem fiiggvénye, tehat a kovetkezd adodik:

P—ro

b =gz+ (362)

A potenciél és a hidraulikus nyomésszint kapcsolatanak megértéséhez értel-
mezziik a ¢ nyomoémagassigot, a z magassagot egy zérus datumvonalhoz viszo-
nyitva és a h hidraulikus nyomést a 55. abra szerint. A P helyen a folyadék p
nyoméasat a kovetkezd Osszefiiggés szerint szamithatjuk:

p=pgb+po = pg(h —z) + po (363)

A potencialra vonatkozd Gsszefiiggésbe az elébbi képletet behelyettesitve:

(pg (h — 2) + po) — po
p

azaz a potencial a hidraulikus nyomas és a nehézségi gyorsulas szorzata. Te-

kintettel arra, hogy a g gravitacios gyorsulas a vizsgalt kdzegben altaldban allan-

doénak tekinthetd, ezért a hidraulikus nyomas gyakorlatilag a potencial helyett

hasznélhatjuk. A felszin alatti dramlasok vizsgalatanéal a nyoméasokat gyakran

=gz + =gh (364)
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nyomasmérdvel mérjiik, amely a légkori nyoméast meghalad6 nyomasértéket mu-
tatja, ekkor a py nyomast zérusnak tekinthetjiik, azaz a fenti egyenlet evvel a
feltételezéssel is atalakithato:
b=ge+t 2700 gy P g (365)
P P
Mivel ha pg = 0 akkor p = pgip. Ezt az eléz6 egyenletbe helyettesitve
h = z+1) Osszefliggést kapunk, amely jelentése, hogy a h hidraulikus nyomésszint

a z magassag és a 1 nyomémagassig Osszege. Ennek a rovid levezetésnek a
telitetlen kozegbeli vizmozgas szamitasanal is kiemelt jelent&sége lesz.

30. A szivargas alapegyenlete

A szivargas alapegyenlete matematikai forméban irja le a vizmozgas torvény-
szertségeit. A szivdrgdst leiré alapvetd osszefiiggés a Darcy-torvény és ezt a
porozus kézegben dramlo folyadékok témegmegmaraddsdnak kontinuitdsi egyen-
letével dsszeillesztve a szivdrgds alapegyenletét kapjuk meg.

A Darcy-féle torvény a korabbiak alapjan a kovetkezd forméaban irhato fel,
amelynek értelmezését egyszerd formaban a 56. dbra is mutatja:

Q dh
== k.ds_ k-T (366)

ahol, v, a szivargas latszolagos sebessége vagy ¢, egységnyi feliileten athalado
hozama [L/T], k, szivargési tényezs [L/T], I = dh/ds, hidraulikus gradiens.

A szivargés valodi sebessége (amellyel pl. a szennyezGanyagok is terjednek)
a Darcy-féle sebességnél, ami inkabb fajlagos hozam, mint, sebesség, nagyobb,
mivel csak a szemcsék kozotti porusokban tud a viz mozogni. Igy a Darcy-féle
sebességet a porusok térfogataval (n) korrigalni sziikséges a valodi szivargasi
sebesség (v,) szamitasahoz.

v =

Vy = ﬁ (367)

Folyadékok kontinuitasi egyenlete a felszin alatti aramlésokra vonatkozban
a kovetkezSképpen vezethets le (57. &abra). Alkalmazzuk az altalanos anyag-
megmaradasi egyenletet és vizsgéaljuk a egy dx dy dz oldalhosszisagi kockaba
(vagy altalanosabban paralelopipedonra) a dt idGegység alatt be és kiléps viz-
mennyiségeket. A térfogatnak elég nagynak kell lennie, hogy szdmos a kézegre
jellemz6 porust tartalmazzon, de elegendGen kicsinynek is, hogy matematikailag
a folytonossag kezelhets legyen.

Min - Mout =AM (368)

ahol, M;,, és M,,:, a beléps és kiléps folyadéktomegek, AM, az adott tér-
fogatban raktarozott folyadék tomegvaltozasa.
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Piezometrikus vonal
H \v\ (nyomasvonal) Ah

I=Ah/As

Wa=plya| =

L UIDSLIE 0 40 L 0 0 0 9 L L I

ha

ho

Za

Viszonyitésik: z=0

56. 4bra. A Darcy-térvény értelmezése [Olls, 1966, nyoméan]

A vizsgalt térfogatba valé belépés (szivargas) barmelyik iranybol lehetséges
és a fajlagos hozam vektorok a kijelolt térfogat éleivel parhuzamosak, v,, vy és
v,. Az M;, (vagyis az 1, 2 és 3-as feliileten belépé mennyiségek):

Mipn=p-vy-dy-dz-dt+p-vy-de-dz-dt+p-v,-do-dy-dt (369)

Altaldban a kocka belépével parhuzamos oldalain kifoly6é vizmennyiségek
Moy (az 4, 5 és 6-os feliilleten kiléps vizmennyiségek) adott irdnyban mésok,
mint a befolydak:

Mout = (P sV + 78(%;&:) . dCE) . dy -dz - dt+
(p-vy—&-a(g%:y)-dy)-dx~dz-dt+ (370)
(p-vz—l—%-dz) dr - dy - dt

A vizsgalt térfogatban 1évé vizmennyiség megvaltozasa a kévetkezSképpen
irhato fel:

AM:p-S’5~%~dx-dy-dz-dt (371)

ahol Sg, a fedett viztartoban (rétegviz) a fajlagos térolasi tényezs vagy a
nyilt felszind viztartoban (talajviz) a fajlagos hozam.
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I's

Vz

Vy+0Vyldy-dy

Vz+0V./0zZ-dz
V+OV

Vx+OVx/OX-dX

57. abra. A felszin alatti kdzegben torténd aramlasra vonatkoz6 kontinuitasi
egyenlet értelmezése [Dingman, 2002, nyoman]|
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A korabbi egyenletek Osszevonaséaval és a vizsgalt térfogattal leosztva a ko-
vetkez$ egyenletet kapjuk, amely harom dimenziéban leirja a nem permanens
felszin alatti vizaramlast.

dp - dp- ap - oh
v _pevy) Bpev) o O )
or oy 0z ot

A két egyenlet (az elgbbi tn. folytonossagi és a Darcy-féle) Gsszekapcsolasa-
val, a stirtiséget konstansnak véve kapjuk a szivargas alapegyenletét:

0 Oh 0 oh 0 Oh oh
5o (e ) oy ()t (o) s om

Az eredményként kapott parciélis differencidl-egyenlet egymastol alig eltérd
forméban irhaté fel a permanens és nem permanens, telitett kdzegbeli aramlés
esetére, s6t kiterjeszthet6 a telitetlen kozegbeli szivargasokra is. Mindharom
esetre vonatkozdan megallapithatd, hogy a kapott parcialis differencidlegyenlet
a matematikusok szdmara jol ismert, ezért megoldasukra vonatkozéan szamos
eljarast dolgoztak ki.

30.1. Telitett kozegbeli permanens szivargas

Tekintsiik a pordzus kozeg egységnyi térfogatt részét. A permanens esetre,
telitett kozegre felirt tomegmegmaradéasi-egyenlet megkoveteli, hogy a vizsgalt
térrészbe be és kilépd vizhozamok egyenlSk legyenek. A 57. abra alapjan felirt
Osszefiiggés szerint tehét:

p-va)  Op-vy)  O(p-v:)
Oox + oy + 0z

ahol p, az aramlé folyadék stirtsége és v, vy és v, a szivargési sebességvektor
komponensei. Amennyiben a folyadék osszenyomhatatlan, akkor p = kostans,
ezért az egyenletbdl elhagyhat6. Amennyiben a folyadékot Gsszenyomhaténak
tekintjiik, akkor p # konstans, de kimutathatd, hogy a lanc-szabaly szerint
képzett p - dv, /dxkifejezés sokkal nagyobb, mint a v - dp/dx, ezért mind Gssze-
nyomhaté, mind Gsszenyomhatatlan folyadék esetére felirhatd, hogy

=0 (374)

Ov, Ovy  Ov,
— =0 375
or + oy + 0z (375)
Amennyiben az el6z6 egyenletbe a szivargasi sebességvektor komponensei he-
lyére beirjuk a Darcy-féle osszefiiggést, akkor a szivargas alapegyenletét kapjuk
anizotrop, porozus, telitett kdzeg esetére permanens helyzetet feltételezve:

0 oh 0 oh 0 oh
— | ky — — | ky - — — (k.- =— =0 376
8;10( 8x>+8y<y 8y>+8z< 82) (876)
ahol k,, k, és k, a szivargasi-tényezs tenzor fG6atlojanak elemei [Kovécs,
2004].
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Ha a kozeg izotropnak tekinthets, akkor k, = k, = k. , ekkor a szivargés
alapegyenlete még egyszeriibbé valik:

0%h  9*h  0°h

Ox? + oyz 022

Ez az egyenlet a matematikaban jol ismert Laplace-egyenlet, melynek megol-

désa mutatja meg a h piezometrikus szint nagysagat barhol egy haromdimenzios

adramlasi térben. Kétdimenzids esetben a Laplace-egyenlet megfelels tagja ki-
esik, igy kapjuk a nyomaés-szint eloszlast a vizsgélt sik mentén.

+2 2 =0 (377)

9?h  0*h
—+-5=0 378
0x? + Oy? (378)
Ezt az el6bbi egyenletet hasznalta fel Toth [1962] és Toth [1963] a 52. és 53.
abran lathato dramlési rendszerek képének analitikus meghatarozasahoz.

30.2. Telitett kozegbeli nem permanens szivargas

A nem permanens szivargas vizsgalatahoz, azaz az id6beli folyamatok koveté-
séhez néhény tjabb kozegjellemz6t sziikséges bevezetni. Ezek a kozegjellemzsk
levezethetk a kovetkez$ paraméterekbdl: a folyadék p siirtisége, p viszkozi-
tasa, S kompresszibilitasa, és a kozeg n hézagtérfogata vagy e hézagtényezije,
k ateresztGképessége és o kompresszibilitasa.

A viztarold képességet nyomas alatti rendszerekben a fajlagos tdroldsi té-
nyezdvel jellemezhetjiik, amely az a vizmennyiség, amelyet az aramlési ko-
zeg egységnyi térfogata tarolni vagy kibocsatani képes egységnyi nyomasszint-
valtozas (novekedés vagy csokkenés) hatasara (58. abra).

A piezometrikus (nyomaés) szint valtozdsanak hatasa kettGs egyrészt hat a
semleges, mésrészt a hatékony fesziiltségekre a kozegben. A nyomés néveke-
dése a folyadéknyomés (semleges fesziiltségek) novekedését és egyben hatékony
fesziiltségek csokkenését okozza és forditva.

Ennek értelmében a tarolt vizmennyiség megvaltoziasa a vizadoban két folya-
matra vezethets vissza: a hatékony fesziiltségek valtozasa miatti kézet-, illetve
a semleges fesziiltségek valtozasa miatti folyadék Gsszenyomddas vagy tagulasra.
Az els6 folyamatot a kézet, a masodikat a viz 6sszenyomhatosidga, kompresszi-
bilitdsa hatarozza meg.

A kézet kompresszibilitasinak meghatarozisahoz vezessiik be az Osszes, a
hatékony és a semleges fesziiltségek fogalmét. Egy adott vizadéban a fedd kép-
z6dmények és a viz hatasara fesziiltségek ébrednek. Ezek a fesziiltségek egy-
részt a szemcsék kozott, masrészt a porusokban tarolt vizben alakulnak ki. Az
Osszes fesziiltség azon részét, mely nem a térolt folyadékban ébred o.f; haté-
kony fesziiltségnek, a folyadékban kialakulé fesziiltségeket semleges fesziiltség-
nek nevezziik. A hatékony fesziiltségek novekedése a kézetviz Gsszenyomdda-
sat, kompressziojat és a szemcsék atrendez6dését okozzak. Ennek alapjan a op
Osszes fesziiltségeket az aldbbi egyenlettel lehet felirni:

OT = Ocff +P (379)
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Egységnyi terllet

Egységnyi
nyomas-

{ \
T 7 csokkenés A\
A D G NR

N?o_m_é\sfelszin

Tarozott

készletbd|
kibocsajtott

% vizmennyisé{@
Nyilt tikra Nyomas alatti
rendszer (talajviz) rendszer (rétegviz)

58. abra. A viztarolo képesség értelmezése nyomas alatti (fajlagos tarolasi té-
nyezd) ill. nyilt tikrd (fajlagos hozam) rendszerben [Dingman, 2002, nyoman]

Ahol, p a folyadék nyomasa a porusban (semleges fesziiltségként jelentkezik).
A fesziiltségek megvéltozasa pedig az elébbiek alapjan a kovetkezSképpen
irhato:

dor = doepy +dp (380)

Egy adott helyen a fedgkézetek és viz tomege altalaban allandénak tekint-
hetd, ezért az Osszes fesziiltség dop megvaltozasa zérus, ekkor

dUeff = —dp (381)

Egy adott helyen tehat a pérusviz nyomasa hatérozza meg a kézet-deformaciot.
Mivel p = pg és ¢ = h — z, ahol adott helyen z mindig allandé, ezért a haté-
kony fesziiltségek megvaltozasat a porusviznyomas-valtozés, illetve a hidrauli-
kus nyomomagassag-valtozas fliggvényében az adott pontra vonatkozdan alabbi
modon irhatjuk fel:

docpp=—p-g-dp=—p-g-dh (382)

30.2.1. A koézet a kompresszibilitasa

A kézet o kompresszibilitasa, 6sszenyomhatdsiga a kézet teljes térfogathoz vi-
szonyitott térfogatvaltozasnak mértéke a hatékony fesziiltség-valtozashoz viszo-
nyitva, azaz definiciészerden:
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_dvr

Vr
a= 383
dO’eff ( )

ahol Vr a teljes kézet térfogata. A kézet azonban szilard szemcsékbdl és
porusokbol all, azaz Vi =V, +V,,, ahol V; a szilard szemcsék térfogata és V, a
vizzel telitett porusok térfogata.

A teljes térfogat megvaltozasa bekovetkezhet a szemcsék 6sszenyomodasabol
és a szemcseszerkezet atrendezédésébdl, illetve a porusfolyadék Osszenyomodéa-
sabol:

dVr = dVg + dVyy mivel dVg = 0 — dVpr = dVy, (384)

A szemcsék Gsszenyomodasat elhanyagolhatjuk és a porusfolyadék Gsszenyo-
modésa sem jelent§s néhany specidlis esettdl eltekintve, ekkor dVp = dVy, .

A hézagtérfogat a porustérfogat aranya a szilard részek térfogatahoz képest,
azaz telitett kozegben e =V, /V;, ekkor felhasznalva, hogy dVr = dVy, a komp-
resszibilitasa hézagtényezdvel kifejezve:

avy
Vs
_d\yT _vdv‘\// R - 16-%
o = T _ stVv _ s s e 385
daeff dUeff dO’eff dO’eff ( )

A kézet kompresszibilitasa, tekintettel a nem linedrisan és nem rugalmas
viselkedésre nem &llandd, hanem fiigg a kialakul6 fesziiltségek nagysigan tul a
korabbi terhelésektdl, fesziiltségvaltozasoktol, azaz a terhelési uttol is.

Egy vizado esetén a kompresszibilitast, mint egy egydimenziés folyamatot ér-
telmezziik, ahol a b vastagsagu vizado vastagsaga db-vel csokken, dh nyomésszint-
valtozas hatasara. Ekkor a dh nyomésszint-valtozas hatasara a o.rs hatékony
fesziiltség megnd és a vizadd Gsszenyomoddasat, kompakcidjat a kovetkezSképpen
szamithatjuk:

db=ca-b-dog=—a-b-p-g-dh (386)

Hatarozzuk meg a kdzet kompressziojabol szarmazd vizmennyiségeket. A
vizadd térfogategységébdl kinyomddo vizmennyiség megegyezik, az egységnyi
térfogati vizad6 térfogatanak csckkenésével, tehat amig a o.ys hatékony fe-
sziiltségek hatasara bekovetkezd dVr térfogatvaltozas negativ, addig a keletkezé
dV,, vizmennyiség pozitiv:

dVW = —dVT = Q- VT . dO’eff (387)
Egységnyi térfogatban a Vpr = 1, a hatékony fesziiltségek megvaltozasara a
korabbi Gsszefliggést doeyy = —pgdh felhasznélva, ha a nyomésszint csokkenése

egységnyi, azaz dh = —1, ekkor a kovetkezdt kapjuk a felszabadul6é vizmennyi-
ségre:

dVw =a-p-g (388)
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30.2.2. A viz § kompresszibilitasa

A viz 8 kompresszibilitasa a teljes V,, térfogatt viztomeghez viszonyitott dV,,
térfogatvaltozas nagysiga a porusviznyomés véltozashoz viszonyitva, azaz

_dVw
Vw
= 389
§=—F (389)
A viz kompresszibilitdsa az aramlastanban realis nyoméstartomanyban, spe-
cialis esetektdl eltekintve, allandénak tekinthets, ezért egy adott témegi vizre
felirhato:

dp

b= (390)

amibdl integralassal a viz allapotegyenletét kapjuk:

p=po- &P (P—po) (391)
ahol, pg, a referenciapont nyomésa és pg, a folyadék siirtisége py nyoméson
[Freeze and Cherry, 1979].

Ha a folyadék 6sszenyomhatatlan, akkor 5 = 0, és ekkor p = pg = dllandé.
Visszatérve a viz taguldsabodl szarmazé vizmennyiségek meghatarozasara:

dVW = —ﬁ . VW . dp (392)

A V7 teljes vizado térfogatban térolt vizmennyiség telitett kbzegben n - Vi,

tekintettel arra, hogy egységnyi térfogatra szdmitva Vp =1 és a dp nyomasvéil-

tozds dp = p-g-dip = p-g-d(h—z) = p-g-dh, valamint, hogy egységnyi a
nyomasszint-valtozés, azaz dh = —1, ekkor:

dVw =B-n-p-g (393)

30.2.3. Tarolasi tényezd

A fajlagos tdroldsi tényezd Ss az egységnyi nyomésszint-valtozas hataséra a
k&zet kompresszidja miatt, illetve a viz tagulasa miatt felszabaduld vizmennyiség
0sszege, azaz

Ss=p-g-(a+n-p) (394)

A fajlagos térolasi tényez6 dimenzidja [1/L], altaldban 1/m az SI rendszer-
ben.

Egy m vastagsagu telitett rétegben (zart tiikrd vizado) a transzmisszibilités
T = k-m és a tdroldsi tényezd definicidszertien S = S, - m. Felhasznalva a
Osszefiiggést:

S=8Ss-m=m-p-g-(a+n-p) (395)
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A tdroldsi tényezd egy zarttiikkrid vizadéban megmutatja, hogy mekkora viz-
mennyiség szabadul fel egy egységnyi feliiletd részén a vizadénak, mikézben
a nyomasszint egységnyit csokken. A térolasi tényezd dimenzié nélkiili szam,
nagyséaga a 0,005-0,00005 intervallumban szokott valtozni [Kovécs, 2004]. Az
Alf6ldon a tarolasi tényezd nagysaga 0,001 koriili .

A tarolasi tényezs vizrekeszt6 képzédményekre is definidlhato, azonban eb-
ben az esetben az n - # tag elhanyagolhaté nagysagu.

30.2.4. A fajlagos hozam

A nyilt tiikrii rendszerben a viztarolasi képességet a fajlagos hozammal jellemez-
hetjiik. A fajlagos hozam S, az a vizmennyiség, amennyi egy egységnyi feliilet,
nyilt tiikkrd vizadobol felszabadul mikézben a nyomasszint egységnyit csokken.

Vi
A-A
ahol, A, a viztarté vizsgalt alapteriilete, a V,,, a kibocséatott vagy befogadott
vizmennyiség, amely A vizszintvaltozas (emelkedés vagy csokkenés) hatasara
jott létre.
Az S, egy mésik megkozelités szerint, igy is kifejezhetd:

S, = (396)

S, =0s—0p (397)

ahol, 0g a telitett térfogatos viztartalom (dimenzi6 nélkiili), 6, a (gravita-
cios) letiriilés utani maradék térfogatos viztartalom (dimenzi6 nélkiili).

A 59. abra a viztartalom véltozasat mutatja egy két idSpontban (¢1 és t3)
a mélység fiiggvényében. Az abran sraffozéssal jelolt gorbe alatti kiilonbségek
teriilete ardnyos a felszabaduld vizmennyiséggel. Amennyiben a nyomésszint-
valtozas éppen egységnyi, akkor a sraffozott teriilet éppen a fajlagos hozamnak
megfelel§ nagysagu.

A fajlagos hozam nagysaga (felszinkozeli talajvizszintd teriileteken) a telitett
zona felszintdl tavolsaganak és a leiiriilés idébeli gyorsasaganak fliggvényében
igen jelentGsen valtozhat.

Amennyiben a telitetlen zondban tarolt vizmennyiségeket elhanyagoljuk, ak-
kor a fajlagos hozam értéke megegyezik a szabad hézagtérfogat értékével.

A fajlagos hozam S, értéke altalaban 0,01-0,3 kozotti [Freeze and Cherry,
1979]. A nagyobb értékek azt jelzik, hogy a porusok nagy része leiiriil a nyo-
masvaltozasok hatasara vagyis a minimalis vizkapacitds (masként szantofoldi
vizkapacitas), azaz a vizmennyiség, amit a kézet a gravitacios erd ellenében
magéban tartani képes, kicsi.

30.2.5. A szivargas alapegyenlete telitett kézegben nem permanens
esetben

A tomegmegmaradas torvénye szerint a kivalasztott térrészbe adott idGegység
alatt be- és kilép6 hozamok elGjeles 6sszege az adott térrészben tarolt vizmennyi-
ség tomegvaltozasaval kell azonosnak lennie. Ez matematikai formaban felirva:
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Viztartalom (8)
0 n (porozitas)

—
N
>
&
Q t
>
=
SZ z1
t2
2z Z2

59. abra. A fajlagos hozam értelmezése [Freeze and Cherry, 1979, nyoman]

p-va)  Op-vy)  O(p-v:) O(p-n)
9 oy o ot (398)

ahol, n a hézagtérfogat és t az eltelt id6.
Az egyenletet a lanc-szabéaly szerint atalakitva

Np-vg)  Op-vy)  Op-v:)  Ip on
e T e T m (399)

ot
A el6z6 egyenlet jobb oldalan szerepls két tagnak fizikai jelentése van:

— az els6 tag a viz rugalmas taguldsa miatt keletkezd vizmennyiséget jelenti,
mikdzben p stirtisége valtozik,

— a masodik tag pedig azt a vizmennyiséget jelenti, ami a kozeg Gsszenyo-
modasa miatt keletkezik mikézben az n hézagtérfogat megvaltozik.

Az els tag nagysigat a viz 5, a masodikét a kdzeg o Gsszenyomhatdsiga, komp-
resszibilitasa hatarozza meg. Tekintettel arra, hogy mind a strtségbeli, mind
a hézagtérfogatbeli valtozasokat a h nyomasszintek valtozasai indukaljak, és fi-
gyelembe véve, hogy a két vizsgalt folyamat soran egységnyi nyomasvéltozés
hatasara képz6dé vizmennyiség nagysigat a fajlagos tarolasi tényezs Sg ér-
téke hatarozza meg, az egyenlet egyszertisithets. A fajlagos tarolasi tényezd:
Ss =p-g-(a+nb), ezért a kivalasztott térfogatban a ki és beléps hozamok
Osszegének kiilonbozdsége miatt tarolt viztomeg valtozasa p - Ss%

Op-ve)  Op-vy)  Op-v) O
or dy T T 5 ot (00
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Figyelembe véve, hogy a p - aé’tm kifejezés sokkal nagyobb, mint a v, - %
kifejezés, ezért p az egyenlet mindkét oldalardl eliminalhat6, majd a Darcy-
torvényt alkalmazva megkapjuk a nem-permanens szivargés telitett kozegbeli

alapegyenletét:

0 oh 1o} Ooh 0 Ooh oh
5o (e ) oy ()t () =se o

Amennyiben a kozeg izotrép és homogén, akkor a matematikiban difftzio-
egyenletként ismert formuldt kapjuk, amit a korabbi fejezetekben mar megis-
merhettiink a koncentraciéra vonatkozdan.

2 2 2
M+@+ﬂ:&.%:p~g-(a+n~iﬂ).@ (402)
oxr2  0y? 022 kOt k ot

Mint lathaté az dramlasi térben a nyomésszintek véltozasa a térben és az
id6ben a k szivargasi tényezs, a kozeg Osszenyomhatosag és n hézagtérfogattol,
mint kozegjellemz6tsl, és a folyadék [ Osszenyomhatosagatol és p strtségétsl
fiigg.

Amennyiben egy m vastagsagu horizontélis vizadot tekintiink, akkor a taro-
lasi tényez6 S = m - Sg, illetve a transzmisszibilitds T = k - m és ekkor a vezérld
differencidlegyenletiink a kovetkezs lesz:

#h o _S on
ox2 oy T Ot

ami a Theis-Jacob-féle analitikus megoldas kiindulé Gsszefiiggése. Az el6bbi
egyenlettel szamithato az x, y sikbeli koordinatak fiiggvényében a piezometrikus

szint, ha a vizad6 T transzmisszibilitasa és S tarolasi tényez6je ismert [Kovacs,
2004].

(403)

30.3. Nem permanens szivargas telitetlen kdzegben
30.3.1. Kozegjellemzsk

A telitettséget definidljuk a a kovetkezs alakban

Va 0
&_m+w_n (409
ahol, 0, a térfogati viztartalom és n a hézagtérfogat, valamint V,, a vizzel és

Vi a levegével telt porusok térfogata.

Kovetkezményként a telitettség akkor 100%, amikor a térfogati viztartalom
és a hézagtérfogat értéke azonos. Tekintsiink egy fliggélyest a felszintél a ta-
lajvizig. A felszinen és kozelében telitetlen a kozeg, a talajvizszint kozelében
telitett. Bar egyszertsitve a telitett és telitetlen kozeg hatarat a talajvizszint
magassagaban tételezhetnénk fel, ez nem igaz, mert a talajviz felett a kapillaris
zo6na talalhato.
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A talajvizszint mélységében a porusfolyadék p nyomésszintje pontosan meg-
egyezik a légkori nyoméssal ezért a ¢ nyomémagassig zérus. A talajvizszint
alatt az értelmezés szerint ¢» > 0, ezért logikusan a talajvizszint felett ¢ < 0,
ha h = 2414 (60. abra). Ez a tény arra utal egyben, hogy a telitetlen kézegben
a viz a talaj porusaiban feliileti fesziiltség miatt felléps erék hatasa alatt all.
Ezt az allapotot jol jellemzi, hogy a negativ nyomémagassagot szivomagassag-
nak vagy tenziénak szoktak nevezni. Mig a talajvizszint alatt a nyomésszintet
piezométerekkel lehet mérni, addig a talajvizszint {6lott ezen eszkdzok helyett
tenziométereket kell hasznalni.

A telitetlen zénadban mind a 6 térfogati viztartalom, mind a k szivargasi
tényez6 a 1 nyomoOmagassag fliggvénye. Az irodalom analitikus Osszefiiggé-
sekkel porbalja kozeliteni a kapcsolati gorbéket. Ezek kozil legismertebbek a
Brooks-Corey, a Campbell és a Van Genuchten altal kidolgozott Osszefiiggések
[Dingman, 2002]. Szolgaljon itt példaként a Campbell-féle megkozelités a talaj
viztarto- és vizvezets-képességi gorbéire:

viztarto-képességi gorbe

A B ny\°
W(Sa) =g vagy [(6)| = vl - () (405)
vizvezetd-képességi gorbe
9 (&3
I{/’(Sa) = I{/’Q . Sac vagy k’(@) = ko . E (406)

ahol, b, pérus méret megoszlasara, mig a ¢ ~ 2b+3, a pérusok kapcsoltsagara
utal.

Mint ahogy az a 61.4brardl is lathato a 6 térfogati viztartalom nemcsak a
telitett kozegben (¢ > 0), hanem a telitett allapothoz kozeli, kis negativ nyo-
moémagassagok, tenziok tartomanyaban is megegyezik a hézagtérfogattal. Ez a
tartomany finom szemcsés képz&dményeknél nagyobb, durva szemcsés anyagok-
nal gyakorlatilag nem létezik. Azt a 1, tenzi6 értéket, ahol a térfogati viztar-
talom csokkenni kezd levegs-belépési nyomémagassagnak, a p, nyomésszintet
levegd-belépési vagy masképpen buborék nyomésnak nevezik.

Sajnos a talajviztarto képességi gérbe megadasa nem egyértelmi, mivel mint
azt kisérletek bizonyitottak a térfogati viztartalom nyomoémagassig Gsszefiig-
gésnek ( az un. talaj viztarto képességi gorbének) alakja eltéré nedvesedés és
szaradas folyaman, azaz a gorbének hiszterézise van (61:a).

A térfogati viztartalomhoz hasonloan a szivargasi tényezék nyomomagassig
Osszefiiggésnek (az un. talaj vizvezetd képességi gorbének) is hiszterézise van
(61:b), de ennek a jelentGsége nem akkora mértékd, mint a viztarto-képességi
gorbe esetében. A ¢ > 1), tartoményban k = kg, ahol kg a telitett kozeg
szivargasi tényezGje.

Amig telitett kozegben a szivargast meghatarozo kozegjellemzdk a kg szivar-
gasi tényezd és az n hézagtérfogat, addig telitetlen kbézegben a viz mozgasit a
61. abran lathaté karakterisztikus gorbék azaz a k = k() és a 6 = 0(¢) gor-
bék hatarozzak meg, ezért ezeket a telitetlen kozegben végbemend vizmozgés
karakterisztikus gorbéinek is szoktdk nevezni.
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60. dbra. A talajban lévs viz allapota a felszin kozelében [Freeze and Cherry,
1979]
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61. dbra. A telitetlen kozegbeli vizmozgas karakterisztikus gorbéi (Liakopoulos
1965 in Freeze and Cherry 1979 nyomén)
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62. 4bra. Néhany képz6dmény Gsszehasonlité karakterisztikus (vizvezetGképes-
ségi [bal], viztartoképességi [jobb]) gbrbéje [homok (a), iszapos homok (b) és
iszapos agyag (c)| [Freeze and Cherry, 1979, nyoman]|

Mivel a k szivargasi tényezd a ¢ nyomomagassag fiiggvénye és ugyanakkor a
0 térfogati viztartalom is fiiggvénye a ¢ nyomoémagassidgnak, ebbdl kovetkezik
hogy a szivargasi tényezs egyben a térfogati viztartalom, illetve a telitettség-
nek is a fliggvénye, azaz a szivargési tényez6 novekszik a telitettséggel (61:b) A
Darcy- torvényt ezért telitetlen kozegre vonatkozéan az alabbi formaban irhat-
juk fel:

v=—k(s) - Vh (407)

A karakterisztikus gorbék alakja a pordzus kozeg szemnagysagatol jellegzete-
sen fligg. A 62. dbra egy homok (a), egy iszapos homok (b) és egy iszapos agyag
(c) Osszehasonlito karakterisztikus gorbéit mutatja be a hiszterézist figyelmen
kiviil hagyva.

Telitetlen kozegben a 6 térfogati viztartalom valtozasat a ¢ nyomoémagassa-
gok valtozasa kiséri. A két paraméter Osszefiiggését, amint korabban bemutat-
tuk a karakterisztikus gorbék adjak meg (61, 62.4bra). A karakterisztikus gorbe
meredeksége a telitetlen kozeg tarolési jellemzGje, amit ¢, fajlagos talajnedvesség

kapacitisnak neveznek:
do

dy

Tekintettel arra, hogy a karakterisztikus gérbe nem linearis és hiszterézise is
van, ugyanez mondhato el a ¢ fajlagos talajnedvesség-kapacitdsrol is. Amennyi-
ben a nyomémagassag nagyobb, mint v, akkor ¢ = 0, azaz tovabbi viz a pérusok
telitése miatt nem tarolodik, mert a kozeg telitetté valt.

Néhény esetben, talajnedvesség mozgasaval kapcsolatos probléma megolda-
sdnal sokkal egyszertibben juthatunk a megoldashoz ha definialjuk a hidraulikus

C

(408)
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diffuzivitds fogalmat (Dy(0)) a kovetkezképpen:

ov

D4 (0) = (V) 5

(409)
A hidraulikus diffuzivitas (Dy,(0)[L*T~']) dimenzi6 szerint teljesen analég a
korabbi fejezetekben definialt diffuzids tényezdvel.
Az el6z6 egyenletet felhasznalva a Darcy-féle torvény (vertikalis irdnyban)
igy irhato fel:

00
0z
amely szerint a korabban nyomaésgradiens szerint meghatarozott fluxus kife-
jezhet6 a hidraulikus diffuzivités és a talajnedvesség gradiensének szorzataként.
A hidraulikus diffuzivitas meghatarozhaté a definicioja szerint a viztarto és
vizvezets-képességi gorbék ismeretében a kovetkezGképpen:

¢z = —k(¥) — Dp(0) (410)

Dp(0) = —b- U, -ky-n073.90+2 (411)

ahol Dp(0) > 0 (megjegyezve hogy ¥, < 0) és novekszik a viztartalom
novekedésével [Dingman, 2002].

30.3.2. A szivargas alapegyenlete telitetlen k6zegben

Telitetlen kbézegben az adott térrészben taroland6é anyagmennyiség valtozasa
nemcsak a strtiség valtozasa kozben a viz rugalmas tagulasa miatt keletkezs
vizmennyiséget és a kompakcié miatti a hézagtérfogat-csokkenéssel felszabadulo
vizmennyiséget érinti, hanem a viz tarolodasa torténhet a telitettség novekedé-
sével is, azaz a korabbi egyenletekbe a p - n helyett S, - p - n frandé:

on 0S8,

p-va)  Op-vy) Op-vz) % on
T A A T

(412)

Telitetlen kozegbeli &ramlasnal a jobboldali hdrom tag koziil az utolsé sza-
mottevGen nagyobb, mint az els§ ketts, azaz a tarolt vizmennyiség valtozasa
uralkododan a telitettségi fok véltozasa utjan torténik. Elhanyagolva tehat az
els6 két tagot, a stirtséggel egyszertisitve az egyenletet, a szivargasi sebességet
behelyettesitve a telitetlen kdzegre felirt Darcy-torvénybdél szarmazo kifejezéssel
és felismerve, hogy n - dS, = df :

A elgbbi egyenletet olyan forméra is szokas hozni, hogy a fiiggetlen valtozo
a 0 térfogati viztartalom helyett a ¥ nyomémagassag, ehhez vegyiik figyelembe,
hogy a térfogati viztartalom idébeli valtozdsa a nyomomagassag valtozdson ke-
resztiil megy végbe, azaz
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00 00 ov
%90 o (414)

valamint, hogy h = z + ¢:

C% <k(\1!) : gi) + a% (k(\l!) : ?E) + % (k;(\lf) : %f) = c(\I/)%f (415)

Az el6bbi egyenlet a talajfizikiban igen gyakran hasznalt Richards-egyenlet,
amely meghatarozza a ¢ nyomoémagassagokat a telitetlen dramlési tér barmely
pontjaban egy adott id6pontban. Az egyenlet a h = z + v ismeretében kénnyen
atvalthato hidraulikus nyoméasban kifejezett Osszefiiggésre. A megoldas altala-
ban a k=k(y) ) és a C=C(y ) vagy 0=0(1)) karakterisztikus gorbék ismeretét
kivanja meg [Freeze and Cherry, 1979].
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