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TERMERTAN.

(SZTEREOMETRIA )

Klsé fejezet,
A téridomokrol altalaban.

1. & Az egyenes vonalak kolcsonos helyzete a térben.

A végtelen tér barmely pontjan keresztiil szdmtalan egyenes
vonalat huzhatunk; kéf meghatarozott ponton keresztill azonban
csak egyet. Mas szoval: az egyenes vonal helyzetét két pomt hatd-
rozza meg. (Sarktétel.)

Két egvenes vonalnak haromféle kolesonds helyzete lehet a
térben. T. i.:

1. a két egyenes vonal pdrhuzamos, ha mind a keitd ugyan-
azon sikban van, azonban egymassal barmeddig meghosszabbitva
sem talalkozik ;

2. a két egyenes metszi egymast, ha elegenddképen megnyujtva
egy kozos pontban taldlkozik;

3. a két egyenes vonal kevesztezd, vagy kitérd, azaz egymas
mellett halad el, ha sem mem pdrhuzamos, sem nem metszi eqymast .
ez esetben az egyenesek kiilonboz0 sikokban vannak.

2. §& A sik helyzetének meghatarozasarol

A siklap jellemz6 tulajdonsiga az, hogy rajta barmely irany-
ban egyenes vonal hiizhat6; azaz, ha a siklap barmely két pontjat
egyenes vonallal Osszekapesoljuk, ennek Osszes pontjai a sikba
esnek. Konnyii atlatni, hogy a siklap helyzetének meghatarozésira
két pont mem elegendd: mert, ha e két pontot egvenes vonallal



osszekapcsoljuk, ez utobbi koriill a siklapot még kéril lehet forgatni-

és igy nem egy, hanem szamtalan siklap gondolhaté, amely az
emlitett két pontot magaban foglalja. \mde, ha a siklap e két pont-
jan kivill még egy harmadik is adva van, akkor a siklap helyzete
tokéletesen meghatérozott. A sik helyzetet tehat hdrom pont hatd-
rozza mey, azonban csak akkor, ha ezek nem esnek ugyanazon
egyenes vonalba.

Két egymdst metszd eqyenes vonal mindiy ugyanazon sikban
fekszik és tokeletesen meghatdrozea a sil: helyzetét.

Legyen A pont AB és AC két egyenes
metsz6 pontja (1. dbra). Minthogy e vonala-
A kat 4, B és C pontok teljesen meghatiroz-
\ zdk és hiarom ponton keresztiil csak egy sik-

. lap feklethetd, azért a fontebbi tétel igaz.

/ Ebb6l kittinik: 1. hogy az egyenes

vonald haromszégnek mind a harom oldala
B/ \‘g ugyanazon sikba esik; 2. két parhuzamos
/ egyenes mindig ugyanazon siklapon fekszik.

E tételnek megfeleléleg a siklap megjeltlésére harom betiit hasznalunk.
Ott azonban, hol kétséz nem t4dmadhat, kevesebbel is beérhetjiik.

I. dbra.

3. § Az egyenes és a sik kolecsonds helyzete.

Ha az egyenes vonalnak két pontja valamely sikban van,
az egyenes egész hosszdban ezen sikban fekszik. (Sarkigazsig.)

A sikon kiviil fekvd egyenes vonalnak a sikhoz képest kétféle
helyzete lehet :

1. Minden olyan egyenest, amely kelléen meghosszabbitva a
sikkal talalkozik, ehhez képest hajlotinak mondunk ; a taldlkozas pontjat
az egyenes vonal talppontjanak, vagy didofési pontjanak nevezziik.

2. Ellenben, ha az egyenes vonal — barmennyire meghosz-
szabbitva — sem taladlkozik a végtelen sikkal, akkor azt mondjuk,
hogy az egyenes a sikkal és viszont, a siklap az egvenessel pdihuzamos.

4. § Két sik kolcsonos helyzete.

Két sik kolesonis helyzete kétféle lehet. T. i. a sikok vagy talal-
koznak, vagy nem taldlkoznak egymassal. Az elsd esetben a sikokat
dsszehagléknak, az utébbiban pdrhuzamosaknak mondjuk. Két par-
huzamos sik a végtelen tért hirom részre, két dsszehajlo sik ellenben
négy részre osztja. Az dsszehajlo sikok metsz6 vonalat élnek nevezziik.

_—
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Két dsszehajlo stk kizos éle esak eqyenes vonal lehet,

Mert, ha gorbe vonal is lehetre, ezen kijeldlhetnénk hirom
olyan pontot, amelyek nem esnek ugyanazon egyenes vonalba ;
azonban ekkor a két siklapnak harom kézos pontja lenne, tehat
azok a 2. §nal fogva tokéletesen egybeesnének; ez azonban a
foitétellel ellenkezik, mert eredetileg két kiilonbozd sikrol volt sz6.

5. § A siklapra merdlegesen 4116 egyenes vonalakrol.

1. Ha valamely egyenes vonal a talppontjan dtmend és a sik-
ban fekvd ket egyenesre merdleges, akkor a talppontjdn dthalads
valamennyi egyenesre és magdra a sitrva is merdleges.

2. Abra. Legyen MO (2. 4bra) az RS sikban
huzott A0 és BO egyenesekre merdleges,
akkor MO | OC-re is. Mert, ha MG ineg-
hosszabbitasa utan MO =— NO, akkor . AB,
MA, MB, N4 és NB egyeneseket htizvan :
AOM N\ L AON )\ és BOM /\ <2 BON A\,
mibol: MA=NA, MB=NB: akkor MAB A2
NAB/\. tehat MABYX —NABY. Ha még
az MC és NC egyeneseket is meghuzzuk,
akkor: MWACNLNACH s MCO=— NC,

hid azaz MINC /\ egyenldszara s igy: MO | OC.
Azonban hasonlo eljaras utjin beigazolhato az is, hogy MO a talp-
pontjan atvonuld valamennyi egyenesre, igy tehat magara a sikra is
merdleges. (Cauchy bizonyitasa.)

2. Egy adott pontbél valamely sikra ecsak egy merdlegest
hibzhatunk. E tétel bebizonyitdsanal figyelembe kell venniink,
hogy az adott 4 pont vagy magaban a sikban, vagy ezen kiviil lehet.

a) A pont a sikban van. Tegyiik fel, hogy AB 1 MN sikra

- dbra) és ezenkiviil AC is mertlegesen ail ugyanarra a sikra. E két
egyenes vonalon keresztiil vezessiik BAC sikot ; ez az adott MWV sikot

(3]
J

o AD egyenesben metszi. A foltétel kovetkez-
B /C tében ugy 4B-nek, mint AC-nek merdlegesen
/ kell 4llania AD-re; ez azonban lehetetlen,

| mert ugyanazon siklapban, ennek egyik pontjan
,I——-”Lﬂ_N keresztiil csak egy merolegest huzhatunk
Ry ER e valamely adott egyenesre. Ha tehat AB |
M=% FN AN sikra, akkor AC nem lehet az.
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TR, b) A pont a sikon kivil van. A maso-
\ e dik esetetet illetoleg tegyiik f6l, hogy AB-n
l ,\ kiviil még A Cismeréleges M N sikra(4. dbra.);
L ekkor ABC haromszog a foltétel szerint két
/—L \ jN derekszoget foglalna magaban, amde ez lehe-

7/ gllp / tetlenség. Ennélfogva A pontbol MN sikra
M/—-* =t AB az egyediili merdleges egyenes.

3. Ha valamely egyenes vonalya egytk pontjdn dt hdrom. vagy
tobb merdlegest hizunk, ezek mind ugyanazon sitkban vannak.

Legyen AB az adott egyenes vonal
(5. 4bra), melyre BC, BD, BE stb. egye-
nesek merdlegesen allanak. Ha BC és BD
egyeneseken keresztiil MN sikot vezetjik,
akkor AB egyenes az 1.p.-nal fogva L ezen
sikra. Azonban ugyanezen sik BE sth. egye-
nest is magaban foglalja, mert, ha BE egyenes
a sikon kivill lenne, akkor AB- és BE-m
keresztiil oly sikot vezethetnének, amely MN sikot BF' egyenesben
metszené. Minthogy AB | MN sikra, tehit ABF szognek 90°-nak
kell lennie; kovetkezbleg :

ABF 4 = ABE ¥ ==90¢,
amde ez képtelenség. Tehat BE egyenes nem fekhetik a sikon
kivill. Ugyanez &ll a tobbi merélegesrdl is.

Ebb6l énként folyik, hogy: ha valamely derékszigel eqyik szdra
kiviil forgatunk, a mdsik szdra siklapot @ le; ez ulobbi tehat
mindazon egyenes vonalaknak a mértani helye, amelyek valamely
adotl egyenesre egyazon pontban merdlegesen allanak.

4. Az ugyanazon siklapra merdlegesen dllé  egyenes vonalak
parhuzamosak egymdssal.

5. abra.

B, Ara. Legyen AB eyyenes 1 MAN sikra (6.
) : abra) és CD | MAN-re;akkor 4B || CD-vel-
H%& Ugyanis, ha a két meréleges talppont-
SN . jat MN sikon AC egyenes vonallal Ossze-
LR kapesoljuk, BAC ¥ -~ DA ¥ = 180°. Most
azonban még be kell bizonyitanunk, hogy

\\:\c o a nevezett egyenesek ugyanazon sikban
/ NS/ vannak. E célbol CD talppontjan keresztiil
i ¥ M MAN siklapon AC-re FCGE “mertlegest

EL W

|
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vonjuk ; tovabba CF részt egyenlonek vessziikk CG-vel, és C, F, G pon-
tokat 4 B-nek valamelyik pontjaval (pl. H-val) dsszekapesoljuk ; vegiil
még az AF és AG egyeneseket huzzuk. Az ekkép szdrmazott idomban :

a) ACF N<L ACG )\, tehat AF= AG;

b) FAH \<LGAH/\, FH=—GH;

¢) FCH N\ LGCH A\, HCF ¥ = HCG¥X=90".

Minthogy ezenkivill a foltételnél fogva DCF X =90° és a
szerkesztés kovetkeziében ACF L ==90° tehat a 3. pont értelmeé-
ben CA, CD és CH egyenesek ugyanazon sikban vannak, kovet-
kezoleg AB és CD egyenesek is ugyanazon sikban vannak és igya
fontebbieknél fogva AB || CD.

5. Viszont, ha két pdrhuzamos kizil az eqyik merdlegesen dll
valamely sikra, a mdsik is merdlegesen dll ugyanazon sikra.

6. Ha két egyenes vonal (AB és OD) valamely harmadikkal
(EF-fel) pdrhuzamos, egymds kézt is pdrhuzamos.

Mert, ha EF harmadik egyenes vonalra merdleges sikot alhtunk
ez a megelézo tantételnél fogva AB és CD egyenes vonalakkal is
derékszoget alkot, kovetkezdleg a 4. pontnal fogva AB | CD-vel.

7. Ha A pontbdl (7. abra) MN sikra egy wmerdleges és tibb
ferde egyenest hiizunk, ezek koziil:

a) 4 merdleges a legrévidebb.

b) Ama ferde egyenesek, me-
lyekmek dtdofést pontjaik a merd-
leges talppontjdtsl egyenld tdvol
vannak : egyenlék. lgy pl.:
ha: CB = DB — EB, akkor:
AC = AD = AFE (miért?).

e) Ellenben, amely ferde egye-
nesvonalnak az dtfodést pontjaame-
rélegeshez kozelebb van. az rividebb.

Igy,ha: BD < BF-nél AD is
] 15 < AF-nél. Ep ugy viszont. (Miért ?)

7. abra.

6. §. Az egyenes vetiilete a sikon. Az egyenes hajlas-
szoge.
Az A pontbol (8. dbra) MN sikra boesitott merdleges egvenes

O talppontjat A pont MN sikon valo vetiiletének (projekeio) nevezzilk.
Eszerint AB vonal MXN sikon vald vetiiletén azon OP egyenest
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értjilk, amely az adott vonal Osszes pontjainak vetiileteit magaban
foglalja. Az adott sikot, amelyre valamely pontot, vagy vonalat

8. abra. vetitiink, vetdilets siknak, vagy alap-siknak, a
A B merélegeseket pedig vetdtd sugaraknak nevez-
ziik.

___';';'_'_Ej

A fontebbi értelmezés szerint: a) a vetii-
leti sikban fekvé pont sajit maganak vetiilete ;
b) az alapsikra merélegesen 4llo egyenesnek
pont a vetiilete; mégpedig a merdleges egye-
nes vonal talppontja.

=

Az egyenes vonal vetiilete bdarmely sikon eqyenes vonal.

9. abra. Legyen AB az adott egyenes (9 4bra),
MON a vetilleti sik. Ha 4B egyik pl. 4 pont-
jabol MN sikra A0 vetitd sugarat hazzuk és e
mertleges egyenesen és AB-n keresztil BAG
sikot vezetjiik, ez a vetileti stkot OP egyenes-
ben metszi, és OPF egyszersmind a keresett
= vetiilet. Mert, ha AB egyenes tobbi pontjaibél
N pl. B és C pontokbol MN sikra a merdleges
vetitd sugarakat meghuzzuk, ezek mind parhuzamosak AO-val,
kovetkezileg BAO sikban vannak: tehat a vetilleti sikot csak az
OP egyenesben metszhetik.

o2}

= Iy
\e}

=

|

F_
=
J

Ezért valamely egyenes vonal vetiiletét ugy hatarozzuk meg,
hogy két pontjanak a sikon valé vetiiletét egyenes vonallal Gssze-
kotjiik ; az 0sszekdts egyenes lesz az adott egyenes vonal vetiilete,

2. Valamely egyenes vonal a vetiiletével kisebb szoget . fog be,
mint o vetileti sik barmely mas egyenes vonaldval.

Jeloljik az MN sikhoz ferde iranya AB egvenes talppontjat
B-vel (10. 4bra) és vonjuk A pontbol AC-t a sikra merdlegesen,

azaz: AC | MN. A {ntebbiek szerint BC

10. abra. - -
A egyenes AB-nek vetiilete MN sikon. Ha ez
/? utobbi sikban B ponton keresztiil egy masik,
%t pl. BD egyenest hizunk, ugy ABC szig
| P kisebb ABD-nél. Mert legyen BD egyenls

L& ".,fc / BC-vel, és kapesoljuk 8ssze D pontot A-val,
/ = ‘Hé / akkor ABC és ABD haromszogekben AB
N oldal kézos és BC=BD, dmde AC < AD:

(lasd 5. §. 7. p) tehdt ABC¥ < ABD ¥ -nel.
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ABC szbget AB egyenes vonal és MAN sik hajlds-szogének
nevezziik.

3. A wvetiiletr stkban azon egyenes, amely adott ferde egqyenes
vettiletével deréksziget alkot, magdval a ferde

Llagoss, 8 egyenessel s derékszoget alkot.
Legyen AB (11. 4bra) ferde egyenes
,/’__/,,"I'! vetillete MAN sikon AC. Legyen tovabba

w - // | AD L ACre; akkor BAD X—ZF.

/ Ei\.\/ o ',’ Mert, hosszabbitsuk meg AD egyenest
/ A ——’—*C / DA irdnyban és legyen AE= A4D-vel, végiil
i By Jn kapesoljuk ssze D és E pontot B és C-vel,

akkor :

(1) CAD /\ «w CAE )\, kovetkezdleg CD = CE,
(2) BCD N\« BCE N, « BD = BE,
(3) BAD /\ «x2 BAE /\, tehdt: BAD ¥ = BAE ¥ =90".

4. Viszont, a sikban fekvé azon egyemes vonal, amely a ferde
eqyenessel emnek talppontjdan deréksziget alkot, a ferde egyenes velii-
letével 1s deréksziget alkot. (L. a 11. &brat.)

Itt is a fentebbi 3 egyenlet érvényes, azonban megforditott
rendben.

5. Minthogy a 11. adbrdban: AC= AB. cos BACJ, azért
kimondhatjuk, hogy: az egyenes wvetiilete annyi, nmunt az adolt
egyenesnek a hajldsszig cosinusdval vald szorzata.

6. Ugvancsak a 11. braban DEC /\ nem egyéb, mint BDE /\
vetiilete ; és mert DEC— DE—2—£0 AC=AB cos BAC &, azért:

DEC = D%ﬁ cos BAC azonban %2—4-1—3:BDE /\, tehat:

valamely hdromszog wvetiletének teriilete annyi, mint az eredeti
hdromszig teriiletszimdnak a hajldsszig cosinusdval vald szorzata.

7. Figyelembe véve végiil, hogy a sokszdg atlokkal haromszo-
gekre bonthaté és hogy a kort végtelen sok oldalu sokszégnek
tekinthetjiik, kimondhatjuk, hogy: bdrmely sokszig, vagy kor velile-
tének teriilete annyr, mint az eredeti idom teriiletszdmdnak a hajlds-
5209 costnusdval vald szorzata.

ik
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7. & Parhuzamos egyenes vonalak es siklapok.

1. Oly szogek, amelyeknek szdratk parhuzamosak s eqy felé
irdnyulnak. egyenldk.

12. -dbra. Legyen BA || ED és BC| EF (12. ébra);

A ezenkivill feltessziik, hogy a parhuzamos szarak

egy felé iranyulnak, mas szoval, vagy mind a
két szdg hegyes, vagy mind a kettd tompa.

Legyen BA = ED, és BC=EF; tovabba
hizzuk meg BE, CF, AD, AC ¢s DF egye-
neseket. Az ekkép alakitott ABED és CBEF
idomok parallelogrammak, mert mindegyikbsn két atellenes oldal
parhuzamos és egyenls. Ennek folytdn ADFC is parallelogramma
(miért ?); tehat AC= DF; és:

ABC )\ vx2» DEF )\, tehat ABCX = DEF <.

9. Ha valamely AB egyenes vonal az MN siklapon fekvd bdr-
mely, pl. CD egyenessel pdrhuzamos, akkor magdval a- stkkal is
pdrhuzamos (13. abra).

13. dbra. Minthogy 4B || CD-vel, mind
A B o Kettd a kozds ABCD sikban
j j N van. Ha AB egyenes MN sikkal
1 VAR R 7 talalkoznék, talilkozasuk pontja a

/6—" 79 ket sik kozos dtmetsz0 egyenesébe,

azaz CD-be esnék; adinde ez a
foltétellel ellenkezik, mert AB | CD-vel. Az ellenmondas csak ugy
sziinik meg, ha AB egyenes MAN sikkal parhuzamos.

3. Viszont, ha AB egyemes MN sikkal pdrhuzamos és
AB-n keresztiil oly sikol vezetiink, amely az adott stkot melszi, a
CD metszé vonal AB egyenessel pdrhuwzamos.

(L. a 18. abrat.) Ezt indirekt modon kell bebizonyitani.

4. Ha valamely AB egyenes vonal MN és OP két siklapra
merdlegesen dll. e két sik pdrhueamos. (14. abra.)

14. abra. Mert, ha MN sik nem
S O e lenne || OP-vel, a kozos él egyik
C~ Z A 7 pontjabol, pl. C-b6l AB merd-
s N Jeges vonal talppontjahoz ket

()\/\"‘T' egvenes vonalat (AC-t és BC-t)

. B / hiizhatnink és ennek folytan
Ao ntl L Y P oly haromszdg tdmadna, amely
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két deréksziget foglalna magdban; ily hdromszég azonban nem
alakithato; tehat MV sik || OP-vel.

5. Ha keét pdrhuzamos sikot egy harmadikkal ditmetsziink, o
melszés egyemesei pdrhuzamosak. gy, ha MN-et és OP-t (15. abra}
ABC metszi, ugy 4B | CD.

Mert, ha a metszd sikban fekvg AB
és CD egyenesek nem lennének par-
huzamosak, okvetetleniil talalkozndnak egy-
massal; dmde ez esetben az adott MN
és OP sikok is 6sszeérnének, ez azonban
afoltételnél fogva lehetetlen, tehat 4 B és C.D
egyenesek sziikségkép parhuzamosak.

; ‘ 6. Ha wvalamely ecyenes vonal let
L \,-/ /’/ parhuzamos sik kozil az egyikkel parhuza-
e T mos, a mdsikkal is pdarhuzamos.

7. Adott sikhoz wvalamely kiviile fekvé ponton keresztiil csak
egy pdrhuzamos sikot fekiethetiink.

Legyen MN az adott sik (16. abra), 4 a
kiils6 pont és AP sik || MN-nel. A-b6] az adott

2 sikra 4B merélegest huzzuk. Most, ha 4P
/!r:_\ sikon kiviil méy egy pdrhuzamos sik, pl. AQ létez-
M

KD\—%: A'; nék, AB egyenesen keresztiill oly sikot fektet-
~/ hetnénk, amely MN, AP és AQ sikokat BC, AD
C =T

15. 4bra.

16. abra.

és AF egyenes vonalakban metszené. Ekkor azon-

P
e ban 4D parhuzamos lenne BC-vel és AFis || lenne
7 BC-vel, ami képtelenség. Eszerint 4¢Q sik nem lehet
L | "N | MN sikkal, tehat a bebizdnyitando tétel igaz.
8. Ha valamely egyenes vonal két pdrhuzamos sik kozil az
egyiket datdifi, akkor kellsen meghosszabbitva a masikat is gt fogra difni.
17. 4bra. Legyen M sik || £ sikkal (17. dbra).
Ha AB az el6bbit C pontban atdofi, akkor
—~C_G ] kellden meghosszabbitva az utobbit is i-

—3

jw dofi; mert, ha ez nem kdvetkeznék be, AR
e parhuzamos lenne P sikkal. Amde, ha most
f D _F; AB vonalon és P sik valamelyik pontjan,

P pl. D-n keresztiil FDCG sikot vezetnik,
DF-nek a 3. pontndl fogva parhuzamosnak kellene lennie AB-vel;

masrészt pedig ugyanaz a. DF' az 5. pontnal fogva egyszersmind |
lenne CG-vel. Eszerint CDFG siklap €' pontjan keresztiil FD- hez

|
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két parhuzamost lehetne huzni, ez pedig lehetetlen. Tehdt 4B nem
lehet || P sikkal és igy kellsen meghosszabbitva 4tdofi azt.

9. Amely egyenes két pdrhuzamos sik kizil az egyikre merd-
leges, a mdsikra is merdleges. (Miért?)

A Ny 10. Ha két pdrhuzamos stkot ugyan-

\ azon ferde vonallal dimetsziink, ez mind

) a két sikkal egyenld hajlds-szbget alkot.

0 JER e Legyen MN sik || OP-vel (18. abra).

f Eﬁ 7 A Bferde egyenes valamelyik pontjabol, pl.

——\———/p  A-bol MN sikra A.D merélegest bocsatva,

\ ez az el6bbi tantételnél fogva OP sikra

/M____\ =1 is meroleges. Kossiik 6ssze B pontot

L e \p / D-vel és C-t E-vel. Minthogy BD || CE-
b/ vel, ABDX=ACEZ.

11. Ha két sik eqy harmadikkal pdrhuzamos, eggmdssal is

pdrhuzamos.
Eztaharmadik sikramerdlegesendllitott egyenessegitségévelbizonyitjukbe.

8. & A lapszogekrdl. Két sik hajladsi szoge.

Két egymdst metszé sik lapsedget alkot. Ezt is forgasbol szar-
mazottnak tekinthetjiik, és igy kimondhatjuk, hogy a lapszig a sik-
lapnak eqy egyenes kordl vald forgdsdbdl ered. Ha t. i. a sikot a
berne fekvdé egyenes vonalak valamelyike koriil koriilforgatjuk, a
fordulo siklap mindegyik helyzete az eredeti helyzettel egy-egy lap-
seoget zar be. A lapszog tehat a sik forduldsanak nagysagat méri.
A lapsziget alkoté sikokat szdriapoknak hiviuk.

A lapszioget négy betlivel szokds jeldlni, ekkép: A(BC)D  (19-ik dbra).
A két k6z6psé betii a sikok BC metszb egyenesét, azaz a lapszdg élét, a ket
szélsd hetli a két siklapot jeloli.

Amely lapszogek sikjai egymésba illeszthetok, azok egyenidk.

A lapszoget azon egyenes vonali szoggel mérjiik, amelyet a

kizbs élre valamely pontjaban a két sikban meghtizott merdlegesek
befognak ; ezt a sziget a két sik hajlds-szogének nevezziik.

19. abra. . lgy, ha ABC sikban (19. abra) OM egyenes

B A vonal | BC-re és DBC sikban ON | BC-re;

akkor MON sz6g a nevezett sikok hajlasi szoge
és egyszersmind A(BC)E lapszog mértéke.

\N Ha valamely lapszog egyik sikjat a kozos élen

CL tal megnyujtjuk, melleklapszog keletkezik. Ha a

\\ lapszdg a melléklapszogével egyenld, azt deréklap-

(=)
=
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szognek nevezzitk. A deréklapszoget alkotd sikok merdlegesen dlla-
nak egymasra. A fogalmak és elnevezések hasonlosigabol magyardzat
nélkiil is megérthetd, mi a hegyes, mi a fompa lapszdg, mik a esies-
lapszigek ? Tovabba konnyil kimutatni : hogy a devéklapszigek mind
eqyenlok, szintugy a megfeleld esvicslapszogek is eqyenldk; tovabbi, hogy
leét melléklapszog egyiittesen két deréklapszoggel, az ugyanazon él
kol fekvs lapsedgek dsszege pedig néqy deréklapszoggel egyenld.

E tételek bebizonyitdsai az egyenes vonald szdgekre vonatkozé bizonyl-
tasokkal tokéletesen megegyezok.

A hajlasi szog tulajdonsigal a kovetkezOk :

1. A hajlast szig az €l barmely pontjan egyenlo.

2. Az él a hajldst szog sikjdra merdlegesen dll.

3. Egyenls lapszigeknek eqyenld hajlisszigek felelnek meg, mert
két egyenld lapszoget okvetetlenill egymasba illeszthetlink akkép, hogy
nemcsak sikjaik és éliik, hanem a megfelelé hajlasi szogek szog-
pontjai is egybeesnek: ekkor azonban az utobbiak szdras is Gssze-
esnek, mert ugyanazon sikon az egyenes vonalra bizonyos pontjaban
csak egy meréleges vonalat lehet huzni.

4. Ebbél onkeént folyik, hogy a deréklapseigeknek megfeleld haj-
ldsi seogek devékszogek.

5. Két lapszog ardnya mindig egyenld a megfeleld hajldsi szigek
ardnydval. Ugyanis, a két lapszOg vagy Osszemérhetd, vagy nem. Elsé
esethen tételiink a 3. pontnak egyszerii felyoméanya. Masodik esetben
e tétel helyességét kdzvetve, az elsd eset alapjan bizonyitjuk be.

A hajlasi szogek eme tulajdonsagaibél nyilvanvals, hogy: ha
valamely lapsziget a deréklapszog 90-ik részével, vagyis a lapszog-
fokkal megmériink, ez utobbi egység annyiszor van meg az adott
lapszogben, ahanyszor a kozOnséges szogfok a megfeleld hajlasi
szogben. Lzert a hajldsi szdg méltan szolgdl a lapszig mértékedil.

9. §. A merdleges sikokrol.

1. A stkra merdlegesen dllé egyenes vonalon dthalads mdsodik
%0, gbra. stk az elobbi sikra merdleges.

A Legyen AB egyenes | MBN sikra (20.

abra). Tegyiik fel, hogy az AB-n atmend sik

az adott MN sikot CD egyenesben metszi.

M D Huzzuk meg B talpponton keresztill MN sik-

/ }\ // ban a BD-re merdleges BE egyenest. Az

c EN ekkép szarmazo ABE szog a két sik hajldsi
_~Lbel-Lévay-Polikeit : Mértan II. rész. 2
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szbgét abrazolja; minthogy pedig ABE =90° tehat 4BC sik 1
MN sikra.

2. Viszont, ha két merdleges stk egyz'/cében a kizis dlre merd-
leges egyenest hizunk, ez a mdsik stkra s merdleges. Legyen
ACD sik | MN sikra és AB egyenes 1 CD-re (20. ébra.) Vonjuk
BE-t MN sikban merdlegesen CD vonalra. Az ekkép szarmazo
ABE ¥ =90°, mert a két sik hajlasi szoge a foltételnél fogva derék-
szog. Eszerint AB | BE; amde azonkiviil AB | CD: tehat
AB | MN sikra.

3. E tételbsl onként kovetkezik, hogy: ha- két merdleges sik
kizis dének egyik pontidban az eqyik sikra merilegest dllétunk, ez
a merdleges teljesen a mdsik: sikban fekszik.

21. 4bra. 4. Ha két stk merdlegesen dll wgyan-
azon harmadikra, az elébbi kettonek éle is
merdlegesen dll a harmadik sikra.

Ugyanis tegyilk fol, hogy ABC és

ADE sik 1 MN sikra (21. dbra.) Most, ha
N az elébbi két sik AF metszvonalanak F

talppontjan MN sikra merdlegest huzunk,

ennek a 3. p.-nal fogva ugy ABC, mind ADE
sikha kell esnie ; e meréleges tehat nem lehet
méas, mint az utébbi sikok kozos éle: AF.

10. §. A legegyszeriibb térmértani szerkesztések.

A térmértani szerkesztések annyiban lényegesen kiilonboznek
a sikmértaniaktol, amennyiben azok végrehajtasira semmiféle eszko-
ziink sem lévén, csak gondolatban fejthet6k meg; ellenben a sik-
mértani szerkesztések vonalzo és korzo segitségevel valoséggal végre-
hajthatok. Amazoknak csupan elméleti becsilk van, ezek ellenben
gyakorlatilag is alkalmaztatnak.

A térbeli szerkesztések a kovetkezd hirom egyszeri alapfoladatra
vezethet6k vissza :

a) Hdrom ponton keresztiilhalads stk szerkesztése.

b) Valamely siklap és egyenes vonal dtdifést pontjdnak fol-
keresése.

e) Két sik metszdeqyenesénck meghatdrozdsa.

Ezen kovetelményeken kiviil a sikmértani szerkesztesek ismerete
is elengedhetetleniil sziikséges.

T Bl i
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1. Adott A pontbdl adott MN sikra szerkessziink merdlegest.

Huzzuk meg az adott sikban a tetszés
22. abra. szerinti BC egyenest (22. abra) és ez utobbin
e meg 4 ponton keresztil fektessiik ABC sikot ;

A most ebben 4 pontb6l BC-re 4D merglegest

\\\ hizvan, emeljik az MN sik D pontjaban

8 _._,D_ 'C DE 1 BC egyenest, végre ADE sz5g sikjaban

M f%’ /’J'N AF | DE+t; akkor AE egyenes | MN sikra
_/-—~——__;E—_—'—:"76 Ennek bebizonyitdsa céljabol hizzuk

meg F ponth6l MN sikban FG-t|| BC-vel.

Minthogy BC 1igy 4D, mint ED-vel deréksziget alkot, azért BC 1 ADF sz6g

sikjara is ; kivetkezbleg a BC-vel parhuzamos FG szintén | ADF sikra, tehat

FG | AF-re is. Eszerint AF | FG-re és ezenkiviil 4F L FD-re, tehat:

AF | MN sikra.

2. A sik valamely adott A pontjdban szerkessziink a sikra
merdleges egyenest.

23. Abra. Huazzuk meg a sikon kivil fekve, egyébként

tetszés szerinti B pontbdl (23. dbra) BC merslegest ;

D B tovabba kossitk 6ssze d-t C-vel és vezessilk BCA
szdg szarain keresztill BCA sikot, melyben AD
; legyen parhuzamos BC-vel. Ezen AD 1 az adott

wired . 101H) sikra.
™ L 3. Szerkessziink a sikon kil adott A
(= G ponton keresztiil az adott sikhoz pdrhuzamos

eqyenest. (13. 4bra.)

Vezessiink a kijelolt 4 ponton keresztiil oly sikot mely az adott ALY
sikot 4tmetszi és hiuzzuk meg A4 pontbél az Uj sikban a metszé egyenes
vonalnak megfeleld parhuzamost; ez az adott sikkal is parhuzamos.

Minthogy az 0] sikot fefszés szerint vezettiik A ponton keresztiil, azérl
szdmtalan pairhuzamos vonhatd ; azaz, a foladat hatirozatlan:

4. Valamely adott pontbdl két adott sikhoz parhuzamos eqyenes
szevkesztends.

Ha a két sik egymast metszi, akkor az atmetszési egyeneshez vont
parhuzamos mind a két sikkal parhuzamos. Ellenben, ka a két adott sik par-
huzamos, akkor a fsladat az elébbivel azonos.

5. Adott A ponton keresztiil valamely adott MN sikhoz py-
huweamos sik  szerkesztends. (E szerkesztést azon az alapon végez-
hetjiik, hogy a parhuzamos szaru sz0gek parhuzamos sikokban fek-
szenek.)

6. Szerkessziink valamely egyenes vonal meghatdrozott 4 poni-
jan keresztiil wgyane vonalva merdleges sikot.

Vezesstink az adott egyenes vonalon keresztil ket sikot; huzzuk meg
mindegyikhen az adott 4 ponton keresztiil a mondott egyenesre az illetd

g
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merdleges egyeneseket ; az utdbbiak altal meghatdrozott siklap az adoit egyenes
vonalra merdlegesen all. (Lasd 5. § 1. p.)

7. Szerkessziink valamely meghatdrozott A pontbdl adott BC

egyenesre mevdleges sikot. (22. abra.)

Az adott 4 ponton és BC egyenesen keresztiil sikot vezelve, hizzuk
ebben AD-{ merSlegesen BC-wte, ezutdn fektessink BC-n keresztiil még egy
mésik sikot és huzzuk ebben 1smét DE-t merdlegesen BC-re; az ADEn
atmend sik | BC-re.

8. Valamely adott AB egyenes vonalon keresztil vezesstimk

oly stkot, mely egy mdsik MN sikra merdleges.

Ha az adott AB egyenes valamely pontjabdél MN sikra merslegest
huzunk és ezen meg AB-n keresztiil sikot vezetiink, az utébbi merélegesen
all MN sikra.

9. Brzonyos ponton keresztil vezessiink oly stkot, amely adott
egyenessel pdrhuzamos és adott sikra merdleges.

El6bb a kijelslt ponton keresztil meghuzzuk a parhuzamost az adott
egyeneshez, azutin a merélegest az adott sikra: az eme két egyenes meghata-
rozta sik a feladat mindkét kivdnalménak megfelel.

10. Hatdrozzuk meg ket, kiilinbizi sikban fekvd egqyenes tdvol-
sagdt.

11. Hatdrozeuk meg azon sik fekveset, amely négy nem ugyan-
azon stkban levd adott A, B, C és D ponttil egyenld tivol van.

12. Valamely A ponton kereseliil fektessiink oly sikot, mely
két nem ugyamazonsikba tartoed BC és DE adott eqyenes vonalhoz
pdrhuzamos.

13. Keressitk valamely adott fekvési sik azon pontjit, mely
a sikon kwil fekvd hdrom kijelilt ponttl egyenls tavolsigra esik.

Masodik fejezet.
A testszogekrdl.
11. § A testszog fogalma. Cstics- és sarktestszogek.
Ha egymdst paronként metszé harom, vagy tobb sik élei
ugyanazon pontbhan Osszetaldlkoznak, ugy e sikok a térnek egy

oldalon nyitott részét fogjik koriil, amelyet festszignek neveziink.
A szoba padozata és két fala ott, ahol Osszeérnek, testszoget alkot-

Nt .
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nak. Minden testszgnek megvan a parja, melyet az el6bbihez képest
kiilsd testszdgnek neveziink. Ez épen igy van az egyenes vonald
szbgeknél is, melyek szintén esak parosan gondolhatok. Harom
végtelen kiterjedeésti, nem parhuzamos sik, ha egy kozds pontban
Osszeér, a végtelen tért nyolc testszdgre osztja.

A kozbs pontot a testszdg cstcsénak, a taldlkozo sikokat
oldallapoknak, metszé vonalaikat a testsz0g éleinck és a két-két
szomszédos €l bezédrta szogeket elszigeknek nevezziik.

Moinden lestszigben az ek, dlszdgek s lapszogek szdma az
oldallapok szdmdval egyenls. (Miért ?)

A testszoget ugy szoktuk megjeldlni, hogy a cstcspont melletti betiit
elsé helyre tessziik, az éleket jelzo betiiket pedig zarjelbe foglalva a csucs-
pont bettije utan irjuk, ilymodon : S(ABCD). (24. abra.)

Ha valamely S(ABCD) testszég éleit a cstcson tal meg-
nyajtjuk, S(A’B'CD’), uj testszog keletkezik, melyet az elébbihez
képest csiicstestszognek neveziink. Vilagos, hogy ez utoébbinak él-
€s lapszogei kolesdndsen egyenldk az eredeti testszog hasonnevii
részeivel, mindamellett a két testsz6g még sem egybevago, azaz
egymasba helyeztetvén, nem fidi egymast, mert az él-és lapszdgek
mindegyik testszogben méas-mas rend-
ben sorakoznak. Ugyanis képzeljiik
S(A'B'C'D') testszognek SA'D’ oldalat
(mely a papir sikjaba esik) az eredeti
testsz0g megfelelé SAD oldallapjara
illesztve akkép, hogy mind a két testszog
elel a kozos siktol egyfelé] essenek ; mar
S most, ha 8D élt6é] kiindulva a két test-

szoget kortiljarjuk, az él- és lapszogek
ellenkez6 sorrendben tiinnek szemiinkbe.
Az ilyen testszogeket szimmetrikusok-
/ nak mondjuk. Szimmetrikus testszogek
A B c p tehat azok, amelyeknek megfelels ¢l- és
lapszigeik  egyenlok ugyan, azonban
megforditott rendben sorakoznak.

Az aldbbiakban csak oly testszogekrdl szolunk, amelyeknek
lapszdgei behajlok, azaz 180°na!l kisebbek.

Minden testszignek megfelel egy mds w. n. sarktestszig, amely

wtdbbinalk élszogez. az eldbbinek Z?])S/?.O'géf/lt
lapszigen élszigeit

24. 4bra.

két derékszigge egészitik ki,
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25, dbra. Ennek bebizonyitisa végett O(KLAM)
testszOg belsejében (25. 4bra) tetszés
szerint felvesziink egy O pontot; ebbél
a nevezett testszdg harom oldalsikjara
O'A', OB, 0'C' merolegeseket vonjuk és
két-két merdlegesen keresztiil sikot fek-
{etiink ; e harom sik az eredeti testszoy
¢leit A, B és Cpontokban metszi. Lassuk
mar most az uj O(4'B'C) és az eredeti
testszog kozott milyen vonatkozds van.

Eloszor is nyilvanvalo, hogy az uj testszog oldallapjai, u. m.
AB'O'C', BC'O'A’ és CA'O'B sikok az eredeti testszog O4, OB, OC
éleive merélezesen llanak ; kivetkezoleg B'AC, C"'BA’ és A’CHB’ sz6gek
az eredeti sikok hajlasi szogei. vagyis az O(ABO) testszog lapszigei.
Amde: BOC -+ DBAC x=2R, COA x4 OBA 5 =2R

6s A'O'B 3 -+ ACB 5= 2R;

tehat az 1] testszig élszogei az eredetinek lapszogeit két derék-
szigge egeszitik ki

Tovabba, az A’'B és A’ egyenesek A'0'C’ és A'O’'B’ sikok-
ban az A'O’ egyenesre merlegesen allanak, tehdt BA'C sz0g a
nevezett sikok hajldsi szoge, amely egyszersmind az U] testszbg
0’4’ élén fekvo lapsziget abrazol. Hasonlolag CB'A és AC'B szo-
gek az uj lestszog masik két lapszogét képviselik. Azonban :

BA'Cx+ BOCy =2R, CBAy+COAx=2R ACUBx
+ AOB x =2R. tehdt az 1uj testsz0g lapszOgei az eredeti testsz0g
¢lszogeit két derékszoggé egészitik ki

12. § A testszogek altalanos tulajdonsagai.

1. Minden hdaroméli testszogben két édisedg dsszege nagyobh
a harmadik élszognel.

E tantételt csak arra az esetre sziikséges bebizonyitani, ha a
harmadik élszbg (t. 1. az, amelyet a masik kettével 6sszehasonlitunk)
a legnagyobb, maskiilonben a tantétel mar magdban vilagos.

Tegyiik {6l tehat, hogy S(ABC) testszogben (26. &bra) ASC
¢élszog a legnagyobb. Akkor :

ASB & + BSC x> ASC x-nél.

Ennek bebizonyitasa végett ASC sikban ASD szioget egyenidnelk

rajzoljuk ASB szogeel, tovabba SD-t==S8B-vel, D ponton keresztiil
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26. 4bra. tetszés szerinti ADC egyenest vonunk
3 és ennek végpontjait Osszekapesoljuk

B ponttal.
Minthogy ASD A <2 ASB A\,
tehdt AD = AB.

A0 Azonban: AC < AB + BC;
S 'B-;,»'f/’ kivonva az egyik oldalon AD-t és a
[ A\ mésikon a vele egyenlé AB-t, marad :

' DC < BC-nél.

Minthogy CSD és COSB harom-
szbgekben CS==CS, 8D =SB, azonban DC < BO-nél, tehat OSD &
< OSB ¥-mél.

Adjuk ehhez: ASD y == ASB x-et, lesz:

ASD 5+ 0SD 5 << ASBy + CSB g, vagyis:

ASCy << ASB 5 |- BSC .

2. Bdrmely testsziy élszigeinek isszege kisebb négy derékszignél.

Vezessiink az adott » élii § testszogen (27..4bra) 4t valamely
siklapot akkép, hogy ez annak minden ¢lét messe ; a metszd pontok
legyenek A, B, C, D stb.: ezutdn huzzunk a metszé sik egyik pl. O
pontjabol az elek metszéspontjaihoz egyenes vonalakat. Ez uton ugy S,
mint O pont kériil » haromszog alakult. Mindegyik csoportban a szigek
Osszege 2nk és igy a szogek Osszege a két idomesoportban eqyenlo.

Azonban 4 pontban az HAO és OAB szogek egyiittvéve az
FAB szoget alkotjak és ez utébbi az 1. p. szerint kisebb BAS és

974 shea. SAE szogek Osszegénél; hasonlolag B
S pontban ABCy < ABSy -+ SBCx-nél;

ugyanez all ABCDE 3bra tobbi szdgei-
rdl is. Ebbol azt kovetkeztetjiik, hogy az
O pont koril lévé hdaromsezigekben az
AB, BC, CD, stb. egyenes vonalakon fekvi
szogek osszege kisebb mint az S esties koriil
alkotott hdromszigekben ; ebbdl ismét
szikségkép kovetkezik, hogy az O cstes
koriil 16vo szogek Osszege nagyobb, mint
az S pont kéril levéké, mert kiilonben
a szogek 0Osszege a két haromszog-
esoportban nem lehetne egyenld. Amde az O pont kériil taldlhaté
szogek Osszege 4R, tehat vildgos, hogy az S szoget alkoto n élszig
Osszege kisebb 4R-nél
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3. Barmely m el testszigben, melynek lapszigei egyenkent
kisebbek 180%-ndl, a lapszigek isszege kisebb 2n derékszignél, azon-
ban nagyobb 2n—4 derékszignél.

Mert, a testszognek egy-egy lapszige a sarktestszog megfelel
glszogével egyiitt 2R. Amde a sarktestszogben az élszogek Osszege
nagyobb O0%nal és kisebb 4R-nél (1. a 2. pontot) tehit az adott
testszogben a lapszogek Osszege kisebb 2nE-nél, azonban nagyobb
enbk—4 R-nél.

Ennek kovetkeztében : minden hdromélii testszigben a lapszigek
osseege nagyobb két és kisebb hat derékszognel.

13. § A haromélii testszégek meghatarozasa.

Amily fontos a haromszog a sikmértanban, oly nagy jelen-
toségli a haromeélii testszdg a térmértanban. Felveljilk most a
kérdést, hogy: hdny alkotirész seiikséges és eléységes a  hdromélii
testszog meghatdrozdsdra ? '

Hosszas fejtegetés nélkill is atlatjuk, hogy e célra egy, vagy
két alkotérész nem elég, hanem legaldbb is hdrom adott alkots-
rész ismerete sziikséges. Miel6tt azonban a kiilonb6zd eseteket tiize-
tesen targyalnok, ismétlések elkeriilése végett elére bocsatjuk azon
térbeli idom leirdsat, mely kés6bbi vizsgalataink alapjaul szolgal.

Legyen O(ABC) valamely héroméli testszog (28. &bra),
melvben rovidség kedvéért az élszogeket a, b, c-vel, a lapszogeket
o, B, y-val jeloljiik; azaz BOC==a, CO4==0b, AOB=c, az a-val
szemkozt fekvé B (OA) C lapszig = «, stb.

28. 4bra. Az OC él valamelyik N pont-
jabol az Aatellenes AOB sikra NP
merélegest vonjuk, tovabba az utobbi-
nak P talppontjabol az AO élre PL
merblegest és véghl LN egyenest
buzzuk. A 6. § 3. pontjanal fogva
A0 1. N egyenesvonalra, kivetkezo-
leg NLP sz6g nem mas, mint AOB és
AOC sikok  hajlasi  szdge, vagyis
NLP y =«. Hasonlolag, ha P pont-
bol BO élre PM merdlegest vonjuk
és M pontot Osszekapesoljuk N-nel, L£O él nemecsak PM, hanem
MN-nel is derékszoget alkot; kovetkezbleg NMPy = G.

waodi-
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L. A hdroméli testszig meghatdrozdsa hdrom élszog alapjin. (28.
abra.) A harom élsz6g ismeretes 1évén, ON hosszat tetszés szerint
felvessziik és valamely siklapon ONL és ONM derékszogii harom-
szogeket kiilon-kiilon megalakitjuk. Ezen alakitds csak egy-egy
haromsziget eredményezhet, mert az atfogé és egy hegyes szig a
derékszogii haromszoget tokéletesen meghatdrozzak. Ennek folytan
OL és OM egyenesek szintén ismeretesek és igy azokat AOB szog
szaraira ramérhetjiik. Ez utin AOB sikban L és M pontokon keresztiil
OA-ra és OB-re LP és MP merolegeseket szerkesztjitk, minek kovet-
keztében LP és MP egyenesek hossza is meg van hatérozva. Végiil
NP egyenes vonal 1. AOB sikra; tehat NPL haromszoghSl LN,
LP oldalokat és LPM szioget (=909 ismerjiik, kovetkezéleg NPL
/\-et is megalakithatjuk és ez Gton PLN =a szég is meg van
hatarozva. Hasonlélag MPN haromszog is megrajzolhato, mert
ebbél MN és MP oldalak és MEN derékszdg ismeretesek, kovet-
kezbleg NPM sz6g, azaz B is meg van hatirozva.

Ugyanilyen médon barmely lapszog-par meghatarozhato. Ennél-
fogva allithatjuk, hogy: a sor szerint adott hdrom elszig teljesen
meghatdrozza a hdroméld, iestsziget.

Innen egyenesen kovetkezik, hogy : az oly hdromélis testszogek, -
amelyeknek élszigetk rendre egyenlik, vagy egybevdyik, vagy szim-
metrikusok, aszerint, amint élszogeik ugyanazon, vagy megfordi-
tott rendben sorakoznak. Tovabba :

1. Amely hdromélii testszognek ket dlszige eqyenls, annak
dtellenes lapszigei 1s egyenlék. (Lasd a 28. &brat.) Mert, ha b=a,
akkor OLN /\ L OMN /\, tehdt NL= NM, kovetkezéskép NPL
NLNPM/\ és igy: «a=8§.

Ha valamely hiromélil testszégnek mind a hirom élszige egyenls, lap-
szbgel is mind egyenlék. Ha mind a harom élszog derékszdg, a hirom lapszig
is deréklapszog. (Miért ?) :

2. A hdroméli, testszogben a magyobb élsziggel szemkizt levi
lapszog nagyobb, mint a kisebbikkel szemkozt esé. (28. abra.)

Il A hdromeli testsziy meghatdrozdsa hdrom lapszig alapjin.

Ezen eset a sarktestsz6g segitségével az I-re vezethetd vissza.
Mert, ha valamely haromélii testsz0gbol a lapszigek «, B, y ismeretesek,
egyuttal a megfelelé sarktestszog élszogei ay, b,, ¢, is meg vannak
hatdrozva; ugyanis @, =2R—=x, b, =2R—§, ¢; = 2R—y. Azonban
eme sarklestszog «;, 8, v, lapszogeit az I. pont alapjan meghata-
rozhatjuk ; mibél azutdn az eredeti haromoldalu testszog élszogeit is
megtudjuk, minthogy a=2F—«;, b=2R -, és c=2R—v,.
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Tehdt: a sor szerint adott hdarom lapszdg teljesen meghatdrozza
a hdromeli, testsziget. 2

Tovabba : amely hdroméli testszdgekben a megfeleld lapszigek
eqyenlék, azok vagy egybevdgdk, vagy szimmetrikusak aszerint,
amint a lapszOgek egyenld, vagy forditott rendben sorakoznak.

Ha  valamely hdroméli testszignek ket lapszige egyenld, az
dlellenes két élszig is egyenld.

Ellenben : ha a lapszigek Eilinbizik, a nagyobbik lapsziggel
nagyobb élszig van szemben, mint a kisebbilkkel.

1. A hdroméld testszig meghatdrozdsa 'két elszig és a kozben
fekvd lapszig alapjan.

Legyenek adva 6, ¢ élszdgek és a koztitk fekv6 « lapszig
(28. 4bra) -— ON hosszisigot ismét tetszés szerint felvéve,
400, vagyis b szog sikjaban NI merélegest vonjuk, midltal L pontot
¢s NL-et megtaldljuk. Mar most, NLF harcmszighél NPLY. =R
tovabba NLPJ, vagyis « és NL atfogé ismeretes, kivetkezoleg
a mnevezett hiaromsz0g is megalakithaté, ami LP és NP egye-
nesek ismeretére vezet. KEzekutdin L ponton keresztil A4O0B
sivon AO-ra LP mertlegest hizzuk és erre az imént talalt LI
hosszusagot &tvisszilkk, P pontbol pedig OB-re PM merdlegest
vonjuk, mialtal PM és OM egyenesek is meg vannak hatirozva.
Ezek folytan OMN haromszoghtl OMN ¥ = R, OM befogé és ON
atfogo ismeretesek léven, MON, vagyis BOC < (azaz a harmadik
élszig) is megtudhatd. A harom élszogh6l azutan az I. pont alap-
jan 8 és v lapszogek is meghatirozhaték. Tehat :

Barmely hdromélle testszdg a sor szerint adott ket dlsziy és
a kizbefogotl lapsedy dltal tokéletesen meg van hatdrozva.

Kévetkezoleg :

Ha két haromeli testszigben két. megfeleld élszig és a kizben
fekvd lapszog egyenldk, azok vagy egybevdgik, vagy szimmelrikusal
aszerint, amint az emlitett' alkotérészek egyenlt, vagy forditott
rendben sorakoznak.

IV. 4 hdromelds testszig meghatdrozdsa két lapszig és a kiz-
benfekvi élszig alapjin.

Az el6bbi pontbol a sarktestszog segitségével kovetkezik, hogy :

A haromeliv testsziget a sor szerint adott két lapszig és a kie-
benfekvi élszog teljesen meghatdrozedk. Tovabba, hogy:

Amely hdromelit  testszogekben - kdt megfeleid lapsziog és a
kozbefoglalt élszig egyenldk, azok vagy egybevdyok, vagy szimmetri-
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kusak, amint t. i. a mondott részek ugyanazon, vagy megforditott
sorban kovetkeznek.

V. Tegyiik fel most, hogy két élszig @ és b és a velik at-
ellenes lapszogek egyike « ismeretes. (29. abra).

S T ON hosszat ismét tetszés szerint
felvéve,elészoraz ON L és ON M harom-
szogeket szerkesztjik meg és ezek
utjan L és M pontokat, tovabba OL,
NL ¢s OM egyeneseket meghataroz-
zuk. kzek folytan az LPN harom-
szogben a derékszogon kiviill NL
atfogd és NLP szog, vagyis « ismere-
tesek, kovetkezoleg a haromszog tibbi
részét, tehat L P befogot is ismert-
nek tekinthetjitk. Ezen LP az eldbb
talalt OL egyenessel OPL derékszogii haromszoget is meghaté-
rozza. Végiil az utébbinak OF atfogja, tovabbd OM egyenes és
OMP ¥ = 90° segitségével OPM hiromszoget is megalakii-
hatjuk. Itt azonban ketség forog fenn, amennyiben nem tud-
hatni, vajjon OPM /\ OF egyenes innensé, vagy tulsé oldalara
szerkesztendé-e ? Az eddigiek ugyanis erre nézve semmi folvilago-
sitast nem adnak, s6t ellenkezéleg, a mondottakon semmi esorba
sem esik, ha OB'-et akként huzzuk, hogy POB &< = POB 4 ; tehdt
OM' = OM és PM = PM'. Ennélfogva két élszdg és az egyikkel
atellenes lapszdg a haromélii testszoget kéfesen hatirozzik meg, azaz
a mondott részekbol kel kiilinbizd testsziy alakithats. Ebbsl ismét azt
kovetkeztetjik, hogy : oly hdromdlii testszigek, amelyeknek két- ket meg-
felels dlszige és az utdbbiak eqyikének dtellenes lapszige egyenlik,
nem sziikségkep eqybevdgik, vagy szimmetrikusak.

VI. A fontebbiek alapjan a sarktestszog segitségével konnyen
meggyozOdhetiink a kivetkezé tételek helyességérdl: Keét lapszig és
az egyikkel dtellenes élszig még nem hatdrozzdk meg biztosan a
hdromeélii testszoget, mert a mondott részekbsl dltaldban ket Iiilon-
bizd testsz6g alakithats. Ennek megfeleldleg :

Az olyam hdromélii testszigek, melyeknek ket megfelels lapszigiik
es az eqyikkel dtellenes dlszigiikc eqyenlk, mem sziikséghép egybe-
vdyok, vagy szimmetrilkusak.
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Harmadik fejezet.
A szogletes testek tulajdonsagai.

14. §. A gula és a hasab.

A térnek minden oldalrol hatirolt részét mértant testnek
nevezzilk. Az olyan testet, melyet csupan sikok hatarolnak, szogletes
testiek (polyeder), az olyat pedig, melyet gorbelapok, vagy sfkok és
gorbelapok hatarolnak, gombilys testnek mondjuk.

A szigletes testnél a hatirolo sikokat oldallapoknak, a szom-
szédos oldallapok metszeteit éleknek, az élek taldlkozasi pontjait
esuesoknak nevezzilk., Azt az oldallapot, amelyre a testet allitjuk
alapnak, az ezzel parhuzamos sikot feddlapnak, az alap hatarolod
egyeneseit alapeleknek, a tobbit oldaléleknek nevezzitk. A gombolyii
testeknél, ha egy siklap is van a hatarlapok kozt, azt valasztjuk
alapul. A gorbelap a gombolyt test paldstja.

Minden egyenes vonalnak, mely a test két nem szomszédos
csucsat Osszekapesolja dtlo (diagonalis) a neve.

Az alap- és oldallapok Osszeségét a test folszenének hivjuk.
Az a szdm, amely megmutatja, hogy a testmérték egysége hany-
szor foglaltatik a testben, az illetd test térfogatdnak v. kdbtartal-
mdnak ¢ mértékszdma.

Ha a test hataridomait 6sszefiiggden papirlapra rajzoljuk, annak hdldcatdt
nyer)iik.

Harom sikkal a térnek -semmiféle részét sem lehet teljesen
elzarni, ehhez legaldbb négy sik sziikséges, ezért a legegyszeriibb
szOgletes testnek négy hatarlapja van. A kivagott és kellben §ssze-
hajtogatott halozatot a test mwnidjanak hivjuk. Az olyan testet,
melynek kiilén neve nincs, hatarlapjainak szdma szerint nevezziik
meg. Igy azt, amelynek négy oldallapja van, négylapvinak hivjuk, sth.

A szégletes testek nevezetesebbjei: a gila, a hasab és a szabalyos testek.

30. Abra. I. A guala. Ha valamely harom vagy tobb
oldalu testszog éleit siklappal szeljiik at, a testszog
oldallapjai és a metsz6 sik altal befoglalt tért guld-
nak (piramis) nevezziik. (30. dbra.) Az atmetszetl
testszog oldallapjainak szdma szerint a gulat harom-,
négy-n-oldalinak mondjuk. A metsz6 sik alkotta
hatarlapot (ABCDE) a gula alapjdnak, az atmet-
szett lestszOg lapjait a gula oldallapjainak, a test-
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sz0g csucsat (§) a gula csdesdnak, a csucsbol az alapra vont
merdleges egyenest (SF) a gula magassdgdnak hivjuk., Ezenkiviil az
alapidom oldalait alapéleknek, az oldallapokéit oldaléleknek szokas
mondani. — Azt a guldt, melynek oldalélei egyenlSk, egyenesnek,
azon egyenes gulat pedig, melynek alapja szabdlyos idom, szabdlyos
eqyenld oldalinak nevezziik.

Ezek szerint az m-oldalu galanak (» 1) hatarlapja (t. i. »
haromszog és egy m-oldalu sokszig) 2n éle és (n— 1) csicsa van.

A mondottakbol kénnyii arra kovetkeztetni, hogy hany alkoto-
rész szikséges és elégséges a gula teljes meghatirozisidhoz. Ugyanis,
ha a gila csicsan levy testszbget adottnak feltételezziik, akkor
még az alapsik fekvését kell meghatiroznunk, ehhez pedig harom
oldalél hossza, azaz hiarom pont helyzetének ismerete sziikséges.
Azonban lehet megforditva az alapot ismertnek feltételezni és a
csics viszonylagos fekvését megallapitani, példiul akkép, hogy a
gila estesat valamely hdromszdg szogpontjaul tekintjiik, amelynek
alapvonala a gila egyik alapéle, sikja pedig az alaphoz meghati-
rozott szdg alatt hajlik stb.

Ez észrevételek egyszersmind utmutatisul szolgamak arra,
hogy a guldk egybevdgisdgdnak, vagy seimmetridjanak a foltételeit
kinyomozzuk. Mert bizonyos, hogy amely guldknak meghatdrozs
alkotorészeik egymdssal egyenlok, azok szilkségkép egybevagok vagy
szimmetrikusak, aszerint, amint az adott alkotorészek ugyanazon,
vagy megforditott sorban kovetkeznek egymdasutin.

Ha valamely gulat az alappal parhuzamosan fektetett siklap-
pal ketté vagunk, a két parhuzamos sik kozé foglalt testrészt csonka-
giélanak nevezziik. Az alappal parhuzamos oldallapot fedélapnak,
a ket parhuzamos sik kolesonds tavolsagat a csonka gila magas-
sdgd-nak, azt a gulat pedig, amely a csonka-gulat teljessé egésziti
ki, kiegésziti-yildnak mondjuk. (31. 4bra.)

A gula fontosabb tulajdonsagai a kévetkezok :

1. Minden gildndl az alapsikkal pdrhuzamos
metszet az alaphoz hasonls és e hasonls idomok terii-
leter dgy ardnylanak eqymdshoz, mint a gilu
csuesdtol mert tdvolsdgaik négyezetei.

Legyen abede sik || ABCDE-vel. A 7. §. b-dik
pontjanal fogva ab || AB, bc || BC, e¢d || CD sth.,
tehdt Sab/\ «» SAB /\.Hasonloképen Sbe A\erSBO,
stb. kovetkezbleg :

31. abra.
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ab:AB:bS:BS‘(, :
be : BO=bS: BS | & POl
ab : AB= bc : BC
Epen igy: be : ed = BC: CD stb.
Tovabba: abe ¥ = ABC x (7. § 1),
bed yx == BCD & stb.
Vagyis- abede sokszog «» ABCD E-hez.
Huzzuk meg a gala cstesabol az alapra SO merdlegest,
azaz legyen SO . ABCDE; ekkor egyszersmind: So L abede.

A sikmértanbol tudjuk, hogy:

abede : ABCDE == ab* : ABA. 1)
Tovabba: Sb : SB=ab : AB
Sb : SB=25S0 : 80 (Sbo /\ -» SBO /\)
Kovetkezoleg : ab : AB=5S0 : SO
és: ab?: AB*=So? : SO2. 2)

Az (1) és (2) egvenletbdl kovetkezik, hogy:

abede : ABCDE = So* : SOz

2. Az m-oldali gula (n—2) hdromoldald, gitldra bonthatd.

Mert az m-oldalu gila alapjat &tlokkal n—2 haromszogre
bonthatjuk és, ha ezen atlokon és a gula cstcsin keresztil siko-
kat fektetiink, n»—2 haromoldalu gula (azaz négylap) tdmad, ezek
egyiittvéve az m-oldalii gulat alkotjak. '

3. Minden egyenes gilinak alapja kiril kor alakithatd, amely-
nek kizéppontja a magassdg talppontjdval egybeesik.

Minthogy az egyenes gula oldalélei egyenlok, ez utobbiak
talppontjai a magassag talppoutjatol egyenld tavolsagra esnek ; kovet-
kez6leg az utobbi pontbél az alap kérill korvonalat szerkeszthetiink.

E tulajdonsidgon alapszik az egyenes gula szerkesztésének
modja.

II. A hasab. Minél tavolabb esik a kiegészitd gula csticsa a
csonka gula két parhuzamos alapsikjatol, annal inkdbb kozelednek
oldalélei a parhuzamos iranyhoz. Ha a csucsot végtelen tavolban
képzeljikk, az oldalélek parhuzamosokkd és az oldallapok paralle-
logrammakk4 vilnak; azaz, a csonka gila hasdbbd lesz. A hasabot
(prizma) két parhuzamos és egybevagd sokszdg és annyi paralle-
logramma hatérolja, ahdny oldala van mindegyik sokszognek: Ilyen
test kozvetlenill is alakithaté kovetkeziképen:

— A

— e —
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o2, dbea Fekiidjék ABCDE (32. 4bra) adott

sokszog MN sikban, tovdbba legyen vala-
mely HK sik paArhuzamos MN-nel. Von-
junk 4 pontbol tetszéleges egyenest, mely
HK-t bizonyos F-pontban 4tmetszi;
ezulan huzzunk a t6bbi szdgpontbo!
u m B, C D, E pontokbol AF-lei
parhuzamos egyeneseket HK sikig; ha
most a metsz0 pontokat egyenesekkel
dsszekapesoljuk, vagyls FGHJK sokszoget alakitjuk, a két sokszog
kozé foglalt ABODEFGHJK test hasab. Mert, ABGF, BCHG stb.
idomok parallelogrammak és egyszersmind ABCDEL FGHJK.
(Miért ?)

A két parhuzamos sokszog egyikét a hasab alapjinak, a
mésikat feddlapjdnak, a tobbi hatérlapot oldallapoknak, a két par-
huzamos sik tdvolsdgdt a hasab magassdgdnak nevezzitk. Az oldal-
lapok szama szerint a hasdbot 3, 4, n-oldalinak mondjuk. Az oldal-
lapok metsz6 egyeneseit oldaléleknek nevezziik.

Az olyan hasabot, amelynek oldalélei az alapra merdlegesen
allanak, egyenesnek, az olyat, melynek oldalélei nem allanak mers-
legesen az alapra, ferdének nevezziik. Ha az egyenes hasab alapja
szabalyos soksz0g, ugy a hasébot szabdlyos-egyenidoldaliinak hivijuk.

A mondottaknéal fogva az n-oldali hasdbnak (n-42) hatar-
lapja, 3n éle (ezek kozill n oldalel) és 2n csucsa van.

A hasabot akkor tekinthetjiik meghatarozottnak, ha alapjat ¢s
egyik oldaléle irdnvat és hosszat ismerjik. Az alap meghatarozasi
moédja mar a sikmértanbol ismeretes. Az oldalél irdnydt egy harom-
eli testsz0g hatarozza meg, az t. 1, melyet az oldalél a vele egy
pontban talalkozé két alapéllel alkot.

Konnyti ebbél két hasdb eqybevdgisiginak, vagy szimmetrid;ji-
nak foltételeit . levezetni, mert amely hasabokban a -meghatdrozo
alkotorészek kolesondsen egyenlok, azok vagy egybevagok, vagy
szimmetrikusok aszerint, amint a megfeleldé alkotorészek ugyan-
azon, vagy ellenkezd sorban kovetkeznek egymasra.

Kiilon emlitést érdemelnek azon négyoldala hasabok, melyeknck
alapjaik parallelogrammak. Az ily hasdboknak valamennvyi hatir-

lapja parallelogramma, ezért azokat parallellepipedonoknak nevezziik.
(34. abra.)

PRS- TS
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A parallelepipedon lehet merdleges, vagy ferde. A merolegesek
kozil kilonosen kiemeljiikk a derékszogiieket; ezeknek valamennyi
hatarlapjaik derékszogii parallelogrammdik. Az ilyenek kozt leg-
fontosabb a kocka (cubus), amelyet csupa négyzet hatarol.

A hasab tulajdonsagai a kovetkezdk:

1. A hasdb pdrhuzamos dimetszeter egybevdgik.

Legyen ABCH az adott hasdb (33. &bra) és
NOPQR sik | STUVX sikkal. Akkor NO oldal
| ST-vel, NS || OT-vel; tehat NO ==ST. Hasonlo
oknal fogva: OP==TU, stb.

Minthogy ezen egyenl$ oldalak egyszersmind
parhuzamosak is, tehat:

NOPX =S8TU 4,
OFPQ ¥ = TUV 4 stb.

Kovetkezdleg NOPQRLSTUVX, -

Eszerint, az alapsikkal parhuzamos hasab-
metszet az alapidommal is egybevago.

2. Az m-oldalii hasdbot (m—2) hdromoldalii

33. 4bra.

hasdbra bonthatjuk.

3. A parallelepipedon dtellenes oldallapjai pdrhuzamosak éx
egybevdgok. (34. abra.)
Mert a fentebbi értelmezésnél fogva :
AD || BC és AE || BF, tehat:
DAES = CBF ¥ és:
DAE sik || OBF sikkal.
Ezenkivil 4D = BC, ¢és AE=— BF, tehat
R c ADHE< BCGF.
4. A parallelepipedon dtellenes testsziger szimmetyikusalk.
Mert élsziogeik kolcsonosen egyenlok, azonban ellenkezd hely-
zetiiek.

34. 4bra.

3b. abra. 5. A parallelepipedon dtloi egymdst kilesimosen
R felezik.

Igy az ABCG (35. 4bra) parallelepipedon AG

és OF &tloi egymast felezik; ugyanez 4ll CE ¢s

D DF-rél, nemkillonben DF és BH 4tlokrol. (Miért ?)
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15. §. A szogletes testek altalanos tulajdonsagai.

Valamint a sokszogek héromszogekre bonthaték, tgy minden
szogletes test (polyeder) gulakra oszthato. E végett a test belsejében
tetszés szerint kijelolink valamely pontot, s ezt siklapok altal a
test Osszes csucsaival Osszekapesoljuk; ekkép a test annyi gulira
bomlik, a hany hatérlapja van.

A polyederek alakjai kozul esak az Fuler-féléket vessziik tekin-
tetbe. Ezeknek jellemzd tulajdonsidguk az, hogy valamelyik hatar-
lupjukat gondolatban eltivolitvan, a t6bbi még mindig folytonosan
Osszefiiggd idomesoportot alkot.

Mellézni fogjuk tehit az oly szogletes testeket, melyeknek egyes hatdr-
lapjaik nem teljes (pl. gyiri formaji) sokszégek ; szinttigy azon testeket is,
melyek belsejében kiilon feliilettel elzart tireg van. Ily kivételek a sikmértan-
ban is eléfordultak, habar ott kilon meg nem emlitettiik. Igy a sokszdgekre
vonatkozo tantételek nagyobbara nem érvényesek oly sokszogekre nézve, melyek-
nek belsejében kiilon keriilettel befogott iir van.

1) Bdrmely szogletes testben a hatdrlapok oldalainak szdma
kétszer akkora, mint a lest dleinek szdma, ami természetes kovet-
kezménye annak, hogy a test minden éle két hatarlapban fordul elé.

2) Barmely szogletes test éleinek szdma az dlszigek felével eqyenli ;
mert minden hatdrlapnak annyi oldala van, mint szige, de az
élek szama csak fél akkora, mint az Osszes oldalaké s igy az élek
szama is csak az élszogek sz&mdanak felével lehet egyenld.

3) Bdrmely szigleles testben az élek és lapszigek szdma egyenld.

4) Minden szigletes test leinek szima kettovel kisebb mint
hatarlapjainak és csicsaimak osszes szama. (Euler-tétele.)

Ugyanis a polyedert guldkra s az utobbiakat, amennyiben
tobboldaldak volnanak, haromoldalu gulakra bonthatjuk. Minden négy-
lapu testen a lapok szama =4, a csucsok szama es =4, és a
élek szama csak fél akkora, mint az Gsszes oldalaké, s igy az eélek
szama €= 6, tehdt: [4-cs =€ 2.

Most, ha az els6 négylapu testhez gondolatban hozzaillesztjiik
a szomszédos masodikat, melynek alapsikja az elsének valamelyik
oldallapjaval egybeesik, e két egybevagd hatarlap, mint olyan, el-
enyeészik és a kettés guldnak nyole hatarlapja hatlapd testet alkot.
A lapok szdma tehit kett6vel szaporodott; a csicsok szama eggyel,
az élek szdma pedig harommal novekedett. Minthogy il =8
tehat a fontebbi egyenletnek mindkét oldala ugyanannyival gyarapo-
dott, kovetkezéskép a fontebbi egyenlet az wj testre nézve is All.
Ez utébbihoz megint egy 1j négylaput kapesolunk akkép, hogy

Abvet- L cvay-Polikeit : Mértan IL. rész. 3
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ennek egyik hatdrlapja valamelyik oldallappal 6sszeessék; a lapok
szama megint 2-vel, a cstcsoké 1-gyel, az élek szdma 3-mal szapo-
rodik, tehit az ujonnan szdrmazott testre nézve: | +cs=¢€- 2.
Es a tobbi.

Minden szbgletes testnél, amely a fontebbi mod szerint négy-
laptiakbo! alakult:l{4ocs=¢ -1 2. S6t ez egyenlet meég akkor is igaz,
ha két szomszédos hatarlap egyazon sikba esik, azaz nyujtott lap-
szoget formdl; mert e miatt a testszogek szdma nem valtozik, a
lapok szdma ugyan eggyel kevesbedik. azonban az élek szama is
ugyanannyival csokken; mert az egyazon sikba es¢ két szomszé-
dos hatarlap kozos éle, mint ilyen, megsziinik és atlova alakul.
Eszerint a fontebbi egyenletnek mindkét oldala 1-gyel cstokkent, az
egyenlet tehat most is helyes. A szoban forgd tétel tehat oly poly-
ederekre is all, melyeket négyszogi, vagy vegyesen hirom és négy-
sz6glt idomok hatérolnak. — Hasonloképen kimutathato, hogy a fon-
tebbi tétel minden Euler-féle testre nézve ervényes. i

36. abra. De ha az dsszekapesolt gulak alap-
sikjai nem illenek Ossze, mint peldaul
a 86-ik abraban, hol ABC /\ nem vag
ossze A'B('-tel, az Euler-féle tétel sem
4ll. Ugyanis latnivald, hogy abrankban
=17, cs=8, és é=12, tehat [4-cs

mar nem = ¢ - 2. Szoval a fontebbi
tétel csak az Huler-féle testekre nézve
igaz.

A szigletes testek felszinén taldlhato dlszégek szdma (@) kélszer
annyi, mint az dek szdma ().

Mert az eélszdgek szama minden hatarlapon éppen annyi, mint
az oldalak szama; azonban az oldalak Osszes szama kétszer akkora.
mint az éleké, mert mindegyik ¢l ket oldalt képvisel; ennélfogva
az ¢lszogek szama (a) is kétszer annyi, mint az éleké (¢), vagyis:

@ ==z,

16. § A szabalyos testek.

Szabdlyosnak oly polyedert neveziink, melynek hatdrlapjai
szabalyos, egybevago sokszogek, és testszOgel egybevagok.

Szabdlyos test csak hdromfele idombdl alakithats, t. i. szaba-
lyos hirom-, négy- es blszigekbol. Mert egy-egy testszog megaliaki-
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tasara legalabb harom oldallap szitkséges, marpedig, ha az oldal-
lapok szabdlyos hatszogek lennének, a harom élszog Osszesen
3.120°=4F lenne, ez azonban lehetetlen. A szabalyos hét-, nyolc-
és tobboldali sokszogekben a szOgek még nagyobbak: ezekrdl
teh&t még inkabb 4ll az, amit a szabalyos hatszogekrdl kimutattunk.

Szabdlyos test tnél tobb nem lehet. Mert: a) szabilyos, azaz
egyenléoldali haromsziogekbdl csak harom-, négy- és 6télii test-
sz0g alakithato (hatéli mar nem, mert 6. 2y, R=4R); b) szabalyos
négy- es Otszogekb6l csak egv-egy hadromélil testszdget alakithatunk.
Ennélfogva csak of szabdlyos test lehetséges. A megel6z6 cikk
alapjdn ezen Ot szabdlyos test hatdrlapjai, csucsai és élei szamat is
meghatarozhatjuk.

Hogy csak ot szabdlyos test lehetséges, azt még Fuler-tételé-
vel is igazolhatjuk. Jeldljiik e célbol n-nel a hatérlapokual szolgalo
szabalyos sokszogek oldalainak szamat, /-lel a hatérlapok szamat,
cs-vel a csucsok, é-vel az élek és m-mel az egy cstcsban Osszejove
¢lek szamdt, akkor:

. Ay 2¢ Ze
nl=2¢é; m.cs=2¢ s igy: l=—
n 7/1
tehat Euler tétele szerint:

‘)mn
(m + n)— “mn

; 2¢ | 26
e+2:75+%; vagy: €=

Az ¢élek szama csakis ketténél nagyobb pozitiv szam lehet s azért
sziikséges, hogy: 2 (m - n) > mn legyen. E feltételnek a kovetkezd
ertékek felelnek meg:

=3, m=3 s akkor: é= 6, I= 4, es= 4
n—=3, m=—4% F=12 =1l

=13}, =5 ¢=307 1=—=205 es—42
n—4, m=23 de=12 =", &= £
n=>5, m=—3 =30, 1 =12, ¢s=20.

Az imeént lelt szémok feltiing viszonossagot (reciprocitas)
nutatnak. Ugyanis a nyolelapi test csucsainal: széma épen annyl,
mint a hallapit test lapjainak szima, viszont az elébbinek lapszdma
megegyezik az utobbi test csuesainak a szamaval: az élek szama
tehat az egyikben épen akkora, mint a mdasikban. Hasonlé 4ll a
hiiszlapt- és a tizenkétlapirol; csak a négylapu testnek nincs meg-
felelé: parja, mert lapjainak szama egyenld a csuesokéval.
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17. §& A szabalyos testek szerkesztése.

Fontebb kimutattuk ugyan, hogy otnél tobb szabalyos test
nem gondolhaté, azonban hogy ez az ot test valdban megszerkeszt-
het6-e, azt még nem bizonyitottuk be. Térjiink most &t erre.

A szabdlyos négylap (tetraedron). Legyen ABC egyenldoldalit

37. 4bra. haromszdg (37. abra) a négylap egyik hatarlapja

D 6s ebben K pont a koriilirt kér kozéppontja, tehat

/7:\ KA — KB—=— KC. Emeljik K ponton a haromszog

/ ; \ sikjara KD merélegest és szerkessziik AKD /\-et

i x gy, hogy AD = AB legyen; ezutan huzzuk BD
‘// Cés CD egyenes vonalakat.

i Minthogy DKA, DKB és DKC haromszogek

B egybevagok (miért?), tehat AD=BD=CD:
azonban AD =— AB= BC = CA, kivetkezéskép az élek mind egyen-
16k. Ezenkiviil a gila testszogei is egyenlok, mert harom-harom egyenlo
6lszoghol alkotvak ; kovetkezoleg a fontebbi gila nem
egyéb, mint szabdlyos négylapu test, vagy tetraedron.

A szabdlyos hatlap test (hexaedron) nem egyéb,
mint a parallelepipedonoknal emlitett kocka. (58.4bra).
Szerkesztéset illetéleg irdnyado, amit a hasdbokrol
mondtunk.

38. dbra.

A szabdlyos nyolclayp (oktaedron). Legyen
ABanvyolclap egyik ¢le (39. dbra). Alakitsunk
AB vonalon szabalyos négyszoget, ez az dbra-
ban ABCD parallelogramma alakjaban mutat-
kozik ; hizzuk meg AC és BD atlokat, tovabbad
ezek metszépontjaban K-ban a négyzet sikjara
merdleges ST egyenest; hataroljuk ezt Sés T
pontban akként, hogy K§=KT'= KA ; végiil
kapesoljuk 8ssze a merbleges egyenes veg-
pontjait sikok altal ABCD négyzet oldalaival. SABCDT test a
keresett nyolclap. Mert:

AK—BK—CK=DK=8K=TK, és
AKB, BKC, ... . SKA, SKB, .. ... TKA, TKB sth. szbgek
mind derékszogek, tehat AKB, BKC, SKA, SKB, TKA stb.
haromszogek egybevigok, kovetkezdleg AB=8S4 =8B= . .=
TA—TB=— . . szoval az élek mind egyenltk, tehat SABCDT
test nyolc egyenldoldalu haromszighél van alkotva. S0t mi tobb, a
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nevezett test testszOgei is mind egybevdgok; igy pl S testszdg
LD testszoggel. Mert nyilvanvalo, hogy SAC A o» BAC A\, €s
TAC A\ «» BAC /\, ennéliogva ASC ¥ = ATC ¥ = 90°, tehat
SATC idom is szabalyos négyszog, mégpedic L2 ABCD négy-
zettel. Most, ha BASCT gilat SABCD-vel 6sszehasonlitjuk, latni
valo, hogy az elsének alapja (4SCT) railleszthetd a mésiknak alap-
jara (ABCD-re); K pont ekkor mind a két alapsiknak kozds
kézéppontja 1évén, a két magassag, KB és KS, sziikségkép egybeesik,
ennek kovetkeztében a két gula is tokéletesen egybevago és S test-
s20g L2 B-vel.

Tehat csakugyan SABODT a keresett szabédlyos nyolclapu test.

A szabdlyos tizenkétlap (dodekaedron). Legyen ABCDE szabé-
lyos otszbg (40. abra) a tizenkétlap egyik hatarsikja; tovabba
ABF ¥ = ABC &, és CBF X is = ABC szbggel.

Ebb6l a harom 108 foku szighdl
alkossuk meg B testsziget és nevezziik
oldallapjainak hajlasi szogeét «-nak.
Hasonlékép alkessunk C, D, E és A
pontokon B-vel tékéletesen megegyezé
testszigeket ; ekkor CBF és BCH
szOgek szilkkségkép ugyanazon sikba
esnek, mert mind a kettének hajlasa
ABCD sikhoz = «-val. Tovabbd FBC
siklapon alakitsuk meg BCHGF sza-
balyos Otszoget, szintugy CDK, DEM,
EAO és ABF sikokban is szerkessziink ugyanannyi szabalyos Otszoget ;
ilyen modon oly domboru feliilet timad, amely hat szabalyos 6tszoghé!
all, és hol a szomszédos sikok hajlasi szoge mindeniitt = o Ha még
egy ilyen domboru felilletet alakitunk, amely az el6bbivel
tokéletesen megegyezik, az egyiknek kinyulé esticsai épen bele-
illenek a masiknak benyulé részeibe (miért?); ha tehat a ket feliile-
tet Osszekapesoljuk, tizenkét szabdlyos otszogtél hatarolt test szar-
mazik, melynek minden testszige egyenld, mert mind harom-hirom
egyenlé élszogh6l van Osszetéve.

A szabdlyos hiszap (ikozaedron). Minthogy mindegyik test-
szOge Ot egyenld oldali és egyenlé hajlasu haromszoghol 4ll, ezeért
mindenekel6tt ilyen oteéld testszoget kell szerkeszteniink. E célbol
legyen A’B’C’D’E’ (41. 4bra) oly szabalyos ttszdg, melynek mind-
egyik oldala akkora, mint a huszlapu test egyik' éle; ezen Otszoz

40. abra.
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Wit K’ kézéppontjabol emeljiik annak sikjara
£ K’F’ merdleges egyenest, ennek [” vég-
Vi pontjat akként hatdrozvdn meg, hogy
iy F’A’ = A’B. Ugyanezen F" pontot sikok
HE altal dsszekapesolva az dtszog oldalaival,
e D a kivant otelii testszdget kapjuk, Mert
eloszor is FPA’R, F'B'C’, F’C'D’ stb.
haromszogek egybevagok és egyenld-
oldaluak; ezenkiviil két-két szomszédos oldallap hajlasi szoge is
cgyenls, mert A’, B, (7 stb. testszogek egybevagok, hisz vala-
mennyien hirom egyenld élszogbél alakultak.

Legyen tovabbd ABC /\ (42. bra) a huszlapu test valamelyik
hatarlapja ; alkossunk ennek mind a harom szégpontjaban a fentebbivel
tokeletesen megegyezd otéli testszogeket és csoportositsuk ugy, hogy
mindegyik testszognek egy-egy oldallapja ABC
/\-gel egybeessék. Az ekkép szérmazott
domboru felillet 10 egyenldoldala hérom-
szoghdl 4ll, ahol a testszogek is mind
egyenlok.

Most, ha két ilyen domboru felilletet egy-
masra illesztiink ugy, hogy az egyiknek hér-
mas szogei a masiknak kettds szdgeire jutnak,
tokéletesen zart soklapu test tamad. Ezt 20
szabalyos hiromszog hatarolja, és testszogei
mind egyenlok.

A szabalyos testekkel a régi gdrdg matematikusok, jelesen Plato tanit-
vanyai, kivalo szeretettel foglalkoztak. Buklides (285. Kr. e)) az § elemeiben
meglehetds tlizetesen targyalta; mai mnap csak keves hasznukat vessziik.
mert a szabalyos testek korintsem oly fontosak a térmértanra nézve, mint a
szabdlyos sokszogek a sikmértanra nézve. Legnevezetesebh tulajdonsagukat a
kovetkez6 fejezetben fogjuk térgyalni.

Plato szerinta négylap (tetraedron) a tiiznek, a nyolclap {oktaedron) a
levegének, a huszlap (ikozaedron) a viznek, a.hatlap (hexaedron) a foldnek, és
o tizenkétlap (dodekaedron) a viligegyetemmek jelképe.

42. abra.
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Negyedik fejezet.
A gombolyti testek tulajdonsagai.

18. § A kup és a henger.

A gbombélyii testek koziil a Auprol, a hemgerrol és a gombrol
fogunk szolani.

A kap. Ha a hatartalannak félvett és egyik pontjdban meg-
erésitett egyenes — az tugynevezett alkotd (genmeratrix) — valamely
adott zart gorbének, — az drdnyvonalnak (directrix) — keriiletén
koroskoril mozog, kdposnak nevezett gorbe lapot iv le, amely egy
pontban, a esiicshan Osszetiiggd két részbol all. Ha a kupos térnek
a csucstol szamitott egyik felét a nyilt oldalon sikkal elzarjuk, oly
geometriai testet nyeriink, melyet Adpnak (conus) hivunk. A sik
hatarlap a kup alapja, a gorbelap a kup oldallapja (paldstja), a
¢stesnak az alaptol mért tavolsiga a kup smagassdga. A kupot
kirkapnak, elliptikus kipnak stb. nevezziik, aszerint, amint alapja
kor, ellipszis stb. Mi csakis korkapokkal fogunk foglalkozni. A kuap
csticsdt az alapkorének centrumaval 0Osszekotd egyenest a  kip
tengelyének nevezzik. Ha a kiapot tengelyén atmend sikkal atszel-
jitk, tengelymetszetet kapunk. Megkiilonboztetiink egyenes, vagy ferde
kiipot aszerint, amint a tengely az alapra merdlegesen, vagy ferdén
all. Legfontosabb az egyenes kivkup, amelynél az oldalvonalak,
vagyis a cstcsot az alapkor keriiletével 0sszekoté egyenesek mind
egyenld hosszuak és egyenld szdg alatt hajlanak az alaphoz. Az
egyenes kupot valamely derékszogi haromszignek egyik befogdja
koriil torténd forgatasabol is szarmaztathatjuk. Fgyenldoldaldi az
olyan kup, amelyben az alapkor atmérdje akkora, mint az oldalvonal.
A kup szarmaztatdsabol a kovetkezd konnyen beigazolhato tételek
kovetkeznek :

1. A kapnak az alappal parhuzamos stkmetszete oly kor, mely-
nek centruma a tengelyben fekszik s melynek teriilete gy ardnylik
uz alapkor teriiletéhez, mint az eredeti és az elvdgott kdp magas-
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sdgainak négyzeter. Ha abm || ABM-hez (43. dbra) és a tengely o
43. abra. ponthan dofi 4t a metsz6 sikot, akkor a ten-
gelyen atmend SMO sik metszetei: om || OM
és: om:OM=—=Sv: 80, tovabba: ao: 40=
= S0:80, mib6l: om:OM=ao: AO. De
OM = 0OA, tehat: om =—oa, mialtal a tétel
els6 részét mar bebizonyitottuk. Ha SP 1 ABM
egyenest huzzuk, akkor :op || OFP és:ao: AQ =
— 80: 80 =Sp: SP. Amde ismert planimet-
riai tétel szerint: abm: ABM = ao®: AO?;
mibé! : abm : ABM = Sp2 : SP2.
A kapnak az alapkér és a parhuzamos sikmetszet kozé esd
részét csonkakdpnak hiviuk ; a felsé kis kap ennek kiegészitd kipja.
A csonkakup is lehet egyenes és ferde.

2. A kap tengelymetszeter hdromszigek. Ezek az egyenes kiip-
nal egyenlészaruak, egybevigok és merdlegesen allanak az alapra.

A ferde kup tengelymetszetei kozill csak az merdleges az
alapra, amely a kiip magassagan vonul 4t és csupdn az egyenldszart,
amely az eldbbi tengelymetszetre meréleges. A merdleges tengely-
metszet egyszersmind a legrovidebb és a leghosszabb oldalvonalat
tartalmazza.

3. A kapot végltelen sok oldald piramisnak s tekinthet-
jii]c,' tekintetlel arra, hogy belé szabalyos sokszOgli alapi gulat
irhatunk, melynek oldalszamat a végtelenségig megkettéztetve gondol-
hatjuk.

A henger. A hatartalannak vett egyenes vonal, az alkolo
(generatrix), mely adott zart gorbének, az wdnyvonalnak keriiletet
ugy jarja koroskoriil, hogy eredeti helyzetéhez mindig parhuzamos
marad, hengeresnek nevezett goérbelapot ir le. Ha a két oldalon
nyitott hengeres tért két parhuzamos sikkal metsziik, oly geometriai
testet nyeriink, amelyet hengernek (cylinder) hivunk. A két siklapot
a henger alapjainak, a gorbelapot a henger oldaldnak (paldst)
mondjuk. Ha az alapok kézépponttal birnak, akkor a kézéppontokat
Osszekotd egyenes a henger tengelye. A henger egyenes, ha alko-
t6i az alapsikokra merélegesek, kiilonben ferde. Ha az alapidom
kor, kirhengert, haellipszis, elliptikus hengert stb. nyertink. Mi csakis
korhengerekkel fogunk foglalkozni. Egyenld-oldalit az olyan henger;
melynek oldalvonala akkora, mint alapkérének atmérdje.
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A henger szdrmaztatisabol a kivetkezé kénnyen beigazolhaté
tételek kovetkeznek :

a) A henger dsszes alkotor egyenls hossziak és az alapsikhoz
ugyanazon szig alatt hajlanak.

b) A hengernek minden az alaphoz pdrhuzamoes sikmetszete

44. 4bra. az alankirrel kongruens kor, melynek centruma

D a henger tengelyében fekszik. Legyen ABC kor
A.éO\'A L\(," (44. 4bra) a henger alapja és messe A'B'C’ sik
;}f O'-ban a henger OO’ tengelyét. Ha B’ egy pontja

D a metszesi idomnak és OO’ egyenesen és B

b R ponton sikot vezetiink at, akkor: BB’ || 00" és
AT O'B || OB; tehat O'B'= OB, midltal a {6telt
igazoltuk.

c) A hengernek valamely oldalvonalhoz pdrhuzamos dimelszete:
parallelogrammdk; ha a metsz6 sik a tengelyen megy at, ugyneve-
zett tengelymelszet keletkezik. Az egyenes henger tengelymetszetei
az alapra merdleges, egybevagéd derékszogii parallelogrammak, ily-
forman az egyenes hengert valamely derékszogii parallelograminanak
egyik oldala koril valo forgdsabol is szarmaztathatjuk. A ferde
henger tengelymetszetei nem egyenl6k s csakis az merdleges az
alapra, amely a tengelynek az alapon valo vetiiletén is keresztiil halad.

d) Mivel a henger alapkérébe és a koré szabalyos hur-, ille-
toleg érinté sokszogeket irhatunk, melyek alapjai lehetnek a beirt,-
illet6leg korilirt prizmaknak, azért a hengert végtelen sok oldalu
hasabnak is tekinthet)iik.

19. §& A gémb.

Ha a félkdr atmérdje koril addig forog, mig eredeti helyze-
tébe ismét visszaérkezik, akkor oly feliiletet ir le, melynek minden
pontja egyenld tavolban van a félkér centrumétol s amely tokéle-
tesen korilzdrja a félkor sikja altal alkotott testet. Az ilv feliiletet
gombfeliiletnek (szfera), az ez altal hatarolt testet gombnek, a
gombfelilet minden pontjitol egyenls tavolsagban fekvé pontot
a gémb kozéppontjanak (centrum), az egyenld tivolsagokat a gdmb
sugaraimok (radius) hiviuk. A gomb két pontjat sszekotd egyenest
a gdmb hdrjdnak, a kozépponton athaladé hirokat a gbmb dime-
réinek (diameter) nevezzitk. A gomb Aatmérsi mind egyenlék és
akkorak, mint a sugdr kétszeresei. Az egyenld sugart goémbok
kongruensek.




A gbmb nevezetesebb tulajdonsigai a kovetkezok :
1. A gimb és a sik melszete mindig kor.
Ha valamely gombot sikkal &tmetsziink, metszetiil sziikség-
kép zart idomot nyeriink. Vonjuk a gdmb ¢
kozéppontjabol (45. abra) A M B N 4tmetszo
sikra C O merdleges egyenest; kapcsoljuk dssze
az utobbi O talppontjat A M B vonal nehéany
tetszés szerinti pontjaval, pl. 4, M, N pontok-
kal, azaz vonjuk O A, OM és O N egyenese-
ket ; ezutan hizzuk 4 C, M C és N C sugarakat.
Az ekkép tdmadt 4 O C, MO C és N O C harom-
szogek egybevagok, tehat 0 A=0M=O0N, azaz A M BN vonal
kior, melynek O a kozéppontja.

Az ily kort gombi kdrnek nevezziik.

45. 4bra.

2. Az az eqyenes vonal, amely a gimbe kor kizéppontydt a gomb
kozéppontjaval isszekiti, a gombi kir sikjdra merilegesen dll : viszont :

A gombi kir kizéppontjan annak sikjdra emelt merileges egye-
nes a gomb kozéppontjdn meqy keresztil.

3. Ugyanazon gomblapon a gimbi kirdk anndl nagyobbak.
minél kizelebb esmek a gimb kozéppontjdhoz és viszomt.

Mert, ha a gdmb sugarats-rel jeloljik. az elobbi abra alapjan:

OA=1 r—00*; eszerint OA, vagyis a gombi kor sugara
annal nagyobb, minél kisebb CO, azaz minél kozelebb esik a kor
kézéppontja a gtombéhez. _

Enneélfogva az oly gimbi kor, melynek sikja a gomb kizép-
pontjdn megy 4t, szilkségkép nagyobb a tGbbieknél. Az olyan gombi
koroket, melyeknek kozéppontja a gombével egybeesik, fo, vagy
nagy koroknek nevezzitk. A nagy gimbi korik [él dimérdje a gomb
_ sugardval eqyenld.

4. Két fé kir barmely gimblapon felezi eqymdst.

Mert mind a két kor sikja a gomb kozéppontjan megy keresz-
tiil; a metszd egyenes tehat a két kor kozos dtmérdje, kivetkezdleg
mind a kettot felezi.

b. Minden fi kir a gimblapot és a gombit ket egyenli
félre osztja.

6. A gimblap két meghatdrozott pontjdn keresztiil csak egyetlen
eqy 6 kir hizhato.

Mert a f¢ kor sikjanak egyittal a gémb kozéppontjat is
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magaban kell foglalnia; harom ponton keresztiil pedig csak egy
sikot lehet vezetni. (Van-e kivétel?)

7. A gombi kor kozéppontjdn ugvanannak sikjara emelt merd-
leges egyenes a gdmblapot két atellenes pontban taldlja; ezeket a
gombi kor sarkpontjainak (polus), vagy gombi kozéppontjainak
nevezzilk.

A gombi kir két sarkpontja a keriilet minden pontjdtil egyenli
tavolsdgra esik.

Legyen CFD (46. abra) a gomb vala-
melyik kore, H e kor koézéppontja és PHQ
a kor sikjara emelt merdleges egyenes;
ekkor P és ¢ wugyane kor két sarkpontja.
Minthogy FPHE merdlegesen &ll mindazon
egyenesekre, melyek H ponton keresztill a
kor sikjaban huzhatok (azaz FPQ 1 HC, HD,
HIF), ezért, ha PC, PD, PF hurokat vonjuk.
PHC N\ PHD ). <2 PHF /\, tehat PC=
= PD=PF, és mert egyenld korokben
cgyenld hurokhoz egyenld ivek tartoznak, PPC, PD, PF stb. ivek
is egyenlék. Ezeket az iveket gimbi sugarak-nak nevezzik. — E {6
korsk sikjai egyszersmind merdlegcesek CF'D gombi kor sikjara,
mert mindannvian ¢ egyenes vonalon mennek keresztill, ez pedig
OFD sikra merélegesen 4ll. Onként érthetd, hogy a mondottak
AEB 6 kérnek sarkpontjira is alkalmazhatok; ez esetben PA,
PB, PE kirivek negyedkorok. (Miért ?)

8. Ldarhuzamos gombe kivoknek a sarkpontjuk wgyanaz.

9. A gimblap két meghatarozott pontjdn kevesztiil hiizott fd v
rividebb, mint az ugyanezen pontokal Osszekitd bdrmely mds kiriv.

Mert, ha a masik korivet a kozds 4D
hir (47. 4dbra) kérill addig forgatjuk, mig a
fo iv sikjaba keril, és fontolora vessziik,

46. dbra.

/ I \ hogy e kor sugara szikségképen kisebb,
/ /;»Q "\ mint a 6 kéré, tehat az el6bbinek O kozép-
/ / Y pontja AB harhoz kozelebb esik, mint a f0

N kiérnek Ckdzéppontja, tovabba ha AB hur és
e CO kozépponti vonal metsz6 pontjat D-vel
== jelsljiik, ACO haromszdgben AC < 40 + CO,

vagy AC << A0 -+ CD — OD ;tehat AC— CD
< A0 — 0D, vagyis DE < DF| azaz a nagyobb sugarti iv egész

?
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terjedelmében a kisebb sugart iven heliil esik, az utobbi tehat
hosszabb az el6bbinél, foltéve természetesen, hogy mindenik iv az
illeté kor fel keriileténél kisebb. A gomblap két A és B pontjan
4tvonulé legnagyobb gémbi kér AB rovidebb fvét a két pont gombi,
vagy szferikus tavolsdgdnak nevezzik.

10. A gimbsugdr végpontjan keresztil ugyane su gdrra merd-
legesen fektetelt siklapnak a gombbel csak egy kizis pontja vam,
szval, a stk a gombiot érinte.

Legyen MAN sik 1 CA gbmbsugarra

r& (48. abra). Ha ezen sik barmely pontjit,

T Pl el / R pl. B-t, a gomb kdzéppontjaval es A vég-
Mf_f/_—r_ ponttal két egyenessel Osszekapesoljuk,
i L~ \ BAC derékszogii haromszog  keletkezik ;

\ . ebben CB atfogo hosszabb CA4 befogondl,
el vagyis a gomb sugarandl. Ennélfogva £

pont a gdmbon kiviil esik. Ugyanez all a
szoban levd sik tobbi pontjairol is. Nyilvanvalo tehat, hogy a siknak
6s a gombnek csak egy kozbs pontja van, t. i.: A, melyet drintést
pontnak neveziink.

Az ilyen sikot a gémblap érintd sikjanak hivjuk.

11. Viszont az oly sik, mely a gombit csak egy pontban éri,
az érinté ponmthoz hizott gimbsugdrra merdlegesen dll.

Mert a gomb kdzéppontjabol az érinté sikhoz huzhatod egye-
nesek kozott az érintd ponthoz huzott goémbsugar a legrovidebb,
ennélfogva a mondott sikra merolegesen all.

12. A gimblapot mégy pontja hatdrozza meg, azaz néeyy ponton
keresztiil csak eqy gomblapot lehet fektetni.

Legyen (@), (b), (¢), (d) (49. abra)

49. abra.

a négy adott pont, melyekrél feltessziik,

Vonjunk elészor (@), (b) és (¢), azutan
(a), (b) és (d) pontokon keresztiil egy-
egy kort. Tekintsitk e két kort a kere-
sett gomblap koreinek és vezessiik (m)
és (m) kozéppontjaikon, tovabba a koz0s
2 (ab) hur felezd pontjdn (p)-n keresztiil
% o mpn sikot; ez derékszog alatt all mind
a két gombi kor sikjara, mert ab Lmp
és mp egyenesekre. Ha tehdt (m) és (n) pontbol a két kér sikjara

hogy nem tartoznak egyazon sikba.,

[ cema—
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merélegeseket huzunk, ezek sziikségkép az emlitett sikba esnek,
kivetkezéleg egymdist atmetszik. A metsz6 pont (o) a keresett gomb
kozeéppontja. Mert ha od, dm, oa am, ob, bm, bn, oc és cn egyene-
seket meghuzzuk: omd /\ w2 oma /\ w2 omb /\, és onb /\ woone /\,
tehat od = o0a = o0b=o0c¢, vagyis az o pontbol oa sugarral alakitott
gomb mind a négy adott ponton athalad.

Hogy eme négy ponton keresztil csak ezen egy gomblap ala-
kithato, azt onnan kovetkeztetjiik, mert a kozéppontnak mind a két
merdlegeshe, tehat ezek kozés metszé pontjdba kell esnie. Ilven
pedig csak egy van.

20. § A g6mbi szogek és haromszogekrol.

Gombi szignek a két f6 kor képezte szoget nevezziik; ilyen:
50. &bra. CAB (50. abra); ebben AC és AB ive-
G A ket szdraknak, a kozbs metszd pontot,
A-t, a gombi sz0g szogpontjdnak mond-
juk. Szorosan véve a gimbi szig azon
egyenes vonalu szdget jelenti, melyet a
szogponton keresztiil a 6 kérdkhoz vont
érint6k alkotnak. Eszerint CADB gbémbi
szbg tulajdonkép nem mas, mint GAH
szog, melyet az A ponton a két korhoz
vont AG és AH érinték befognak; kovetkezdleg a gombi szdg
egyszersmind  hajldsi sedge a kel korsiknak, mert a két érintd
merdlegesen all az A szbgponthoz vont gtmbsugarra, vagyis a két
korsik metsz6 vonalara.

A gombi sziget azon [ kor kizbefoyott tvével mérjiik, amelynek
a gombi seiy szigpontja sarkpontul szolgdl,

Igy BAC gbmbi szoget (H0. abra) az A szidgpontbol mint
sarkpontbol htzott {6 kor BC ivével mérjikk, mert, ha BO és CO
gimbsugarakat meghuzzuk, 40 mind a kettére merdleges, kovetke-
z6leg BOC szig, vagy az ennek megfelelo BC iv, egyszersmind
hajlasi szoge ABD ¢és ACD korlapoknak, tehat BC iv mértéke
BAC gombi szdgnek.

A gombkétszig. Két 6 kor a gémblapon kéf pontban talalkozik
és a gomb felszinét négy részre oszija: e részek mindegyikét gomb-
kétszignek nevezziik ; ilyen pl. a megeléz6 abrdban ABDCA.

Latnivalo, hogy az dtellenes gimbkétszogek egybevdgdk és két
szomszédos gombkétszig Osszesen a gomblap felét foglalja el




A gombhdromszog. Harom f6 kor a gbmblapot nyole részre
osztja: ezen részek mindegyikét gombhdromszognek nevezzilkk. A
gbmbhiromszdg tehat oly része a gomblapnak, melyet harom f6 kor
ivel hatgrolnak, ilyen pl. ABC. (b1. abra.)

Minden gombharomszégnek harom oldala
és harom szoge van. Oldalaknak nevezzilk a
hatarolé iveket, szégeknek az ivek &ital bere-
kesztett gombi szogeket. Valamint az egyenes
vonald, gy a gdmbhiromszog is vagy ferde-
szogli, vagy derékszogii ; oldalait illetoleg:
egyenlé-oldalu, egyenld-szard, vagy kiilon-
boz6-oldalu.

A harom f6-kér atmetszésébol keletkezett 8 gombharomszog-
ben az oldalak és szogek egyenkent kisebbek 2F-nél. De ha ezen
haromszogek koziil harmat dsszefoglalunk, oly gombhairomszdg tamad,
melynek egyik oldala és szdge nagyobb ZE-nél. Igv a {Gntebbi
dbraban AEC, ACB és AFB gbmbharomszogek egyiittesen olyan
1) haromszdget alkotnak, melynek oldalai: AFE, AF és ECBF
ivek. Ezek kozil az utébbi > 180°%nal; hasonléképen A4 szog,
vagyis az KECBF oldallal szemkozt fekvé szdg szintén > 2F-nél
Mindazaltal kénnyen meggydzédhetiink, hogy mihelyt a nyolc kisebh
sombharomszog koziil birmelyik ismeretes, az emlitett nagyobb
ebmbhéromszog is meghatdrozhato; ezért az alabbiakban csak oly
gdmbharomszigeket fogunk targyalni, melyeknek oldalaik és szOgeik
egyenként véve kisebbek 180°-nil és ezeket egyszeriien gombharom-
sz0geknek nevezziik.

Ha valamely ABC gémbhiromszog (52. 4bra) hirom szog-

52. abra. pontjahoz a megfeleld harom gombsugarai

A megvonjuk és két-két sugdron keresztiil egy-
ﬁ/—\‘}c egy sikot vezetiink, a gomb koézéppontjan
/
ll/

(O-ban) haromélil testszog tamad melynek
alkotorészei a  gombharomszog megfeleid

i alkotorészeivel azonosak; az élszigek . i.
| iy azonosak a gombhdaromszog megfeleld oldalai-
[/ nak kozépponti szigelvel, a lapszigek pediy
i) eqyenldl: a megfeleld gombi szigekkel.

Ennélfogra a haroméli testszigekre
nézve bhebizonyitott tételek a gdimbharemszogekre nézve is érvénye-
sek ; nevezetesen :
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‘ 1. 4 gombhdromszig két oldaldnak dsszeye nagyobb a harmna-

|  dik oldalandl.

2. A gombhdromszig hdrom oldaldnak dsszege kisebb négy
derékszognél.

» 3. Ha a gombhdromszig hdrom szigpontjdbdl, mint sarkpontok-
bal, a megfeleld fo koriket megvonguk, ezek olyan dj gombhdromsziget
alkotnak, melynek szigpontjai viszont az eredete hdromszig diellenes
oldalainak a sarkpontjai. - :

Legyen ABC (53. abra) az adott gémbharom-
sz0g ; ennek szdgpontjaibél, mint sarkpontokbdl,
hiarom f6 kort vonunk a gomb felszinén; ezdltal
A'BC uj gobmbhiromszog keletkezik, melyrdl azt
allitjuk, hogy szbgpontjai (4’, B’ és (') az eredeti
haromszog atellenes oldalainak (BC, 4C és AB-nek)
sarkpontjai. Mert, ha a két haromszog szogpont-
jaihoz az illetd gombsugarakat meghuzzuk, két
haromélit testszig tamad, ezekben A0 él merdleges
b B'C" oldal sikjara, tovabba BO él | A’C’ oldal sikjara, végil CO

él | A’DB oldal sikjara, kovetkezoleg O(ABO) testszig a masiknak,
azaz O(A'B'(')-nek sarktestszoge, tehat viszont 4’0 él | BC
oldal sikjara, B’O ¢l 1 AC oldalsikra és 'O él | AB sikra, kovet-
kezéskép A’ pont sarkpontja BC ivnek, B’ sarkpontja AC ivnek stb.

E tulajdonsiagok miatt az ABC és A’B'C’ gémbharomszogeket
meyfeleld sark-haromszogeknek nevezzilk.

A megel6z6 tétel a  haroméli testszogek nélkil is konnyen kimutal-
hatd, ha tekintetbe vessziik, hogy a sarkpont az illetd £f6 kortél 90 foknyira van.

4. Két megfelels sarkharomszignek az a nevezetes tulajdonsdga
van, hogy az egyiknel: szigei a mdsiknak dtellenes oldalait két derél-
s20gg€ egészitik ki. Bzért a megfelelé sarkharomszogeket kiegészito
haromszogeknek is nevezhetjiik.

A bebizonyitds vagv a sarktestszogek tulajdonsigaira, vagy azon tételre
alapithatd, hogy a gombi szbget azon {6 kornek ivével mérjiik, melynek a

| gbmbi szdg szbgpontja sarkpontul szolgil.

5. Az egyenliszdri gombhdromszigben az egyenld oldalakkal
szemhkozt levd szigek s eqyenldk, viszont, amely gombhdromszignelk
két szige egyenld, az eyyenldsedyii.

6. A gombhdromszdg wmagyobb oldaléval szemkozt levd szig
nagyobb, mint a kisebbikkel dtellenes szoy, és viszont.

7. & gimbhdromszig hdrom seige Osszesen mnagyobb két s
kisebb hat derelszignél.

53. abra.

A




21. § Egybevago és szimmetrikus gémbharomszigek.

Lygybevdgiknak az oly gombhdromszigeket nevezziik, melyek
megleleld alkolorészeikkel egymasra téve elfidik egymast. Erre
nezve nem elég, hogy a megfelelé alkotorészek egyenlk legyenek,
hanem sziikséges meég, hogy a részek ugyanabban. @ sorban is
kovetkezzenek egymdsra.

54. dbra. Ha ABC gbombhiromszdg (54. 4bra)
harom szogpontjan keresztiil 4tmérdket vonunk,
az utobbiak végpontjai a gémblap masik
felen 1j gombharomszoget hataroznak meg,
A'B’C’-et, amelyet fekvésénél fogva dtellenes

S / gombhdromszognek  neveziink. E haromszdg
&’(’_‘H_::- N megfel'elé oldalai és szigei egyenlok az
eredeti haromszog hasonnevii alkotorészeivel ;
amde azért e két haromszog mégsem egybevago, mert megfeleld
alkotorészeik mds-mas rendben sorakoznak. Az ilyen gdmbhdrom-
szOgeket szimmeltrikus gombharomszogeknek nevezziik. Az atellenes
haromszogek tehat szimmetrikusak, de nem egybevagok.

A héromélii testszogek tételei a gdombharomszdgekre vonatko-
zolag igy hangzanak :

1. Ha két gombhdromszig hdrom-hdrom oldala kilesinisen
egyentd, e hdromszigek wvagy egqybevdgdk, vagy szimmetrikusal a
szerint, amint az alkotorészek ugyanazon, vagy ellenkezd sorban
kovetkeznek egymasra.

2. Ha Fkét gombhdromszig hdrom-hdrom szige kiilon-kilon
egyenld egymdssal, a ket hdromszig vagy egybevdgs, vagy  SLim-
metrikus.

3. Ha két gimbhdromszigben két-két oldal és a kizbenfekvi
20y kolosonisen eqyenld, a gimbhdromszigek vagy egybevdgdk, vagy
seimmetrikusak.

4. Ha ket gombhdromszogben egy-eqy oldal és a mellette levi
két-lét szig kolesindsen egyenls, e hdromszigek vagy egybevdgik,
vagy szunmetrikusak.

5. Ha a két gombhdromszogben kéi-ket oldal és egy-eqy dtellen-
ben fekvi szbg kilesindsen egyenls, a hdromszigek nmem sztilkséghkép
eqybevdgil: vagy szimmetrikusak, mert a mondott részekbdl ket
kiilonbozé haromszdg alakithato.
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6. Ugyanez dll akkor s, ha ket gombhdromszigben két-ket szig
€s eqy-eqy dtellenes oldal egyenld.

A gombhiromszogek hasonlésdgdt kiilon targyalni nem sziik-
séges, mert a hasonlosigi tételek olyanok, mint az egybevigosig
tételei.

22. § A gombbe és koréje irt testekrdl.

Az olyan testeket, amelyeknek csticsaik valamely gémb feliiletére
esnek, bedrt-, azokat pedig, amelyeknek oldallapjaik a gomb feliiletét
érintik, korilirt- testeknek nevezziik. A beirt- és koriilirt- testek koziil
a legfontosabbak a szabdlyos testek.

Minden szabdlyos test kivé és szintigy minden szabdlyos lestbe
yomb szerkesztheld.

Ennek bebizonyitasaul legyen
ABCDE, BFGHC ¢s DJKLE
(55. 4bra) valamely szabalyos test
hirom szomszédos hatarlapja; M,
.N. P a nevezett szabalyos idomok
megteleld kozéppontja. M kozép-

L ponth6l BC élre M merdlegest
vonjuk ; ennek talppontja BC-t
felezi, azaz DB = Cf). Ugyanez
all az N ponthol BC-re huzott
merodleges egyenesrdl is. Ennélfogva

M és NQ merdlegesek egyazon kozos pontban talalkoznak s az

altaluk berekesztett JMG)N szog nem egyéh, mint ABC és BFG

sikok hajldsi szige. Tovabba BC merdlegesen all MQN szignek a

sikjara, kovetkezileg a mondott egyenesen keresztiil halad6 ABCDE
és BFGHC sikok szintén mertlegesek MGN sikra. Most, ha M és

N ponthol az imént nevezeti sikokra M) és NO merdlegeseket

vonjuk, az utobbiak okvetleniil MON sikba esnek, és mert péar-
huzamosak nem lehetnek, sziikségkép metszik egymast O pontban.

Ez az () ugy a beirt, mint a korilirt gémbnek kozéppontja.

Mert ha O@ egyenest vonjuk, két derékszdgit haromszog tmad,
u. m. MOG és NOG; ezekben 04 atfogo kozos, és MG befogo
= N@, tehat MOQ N\ L NOY /\, kivetkezéleg MO = NO, vagyis
O pont ABC és BFG sikoktol egyenlé tavolsidghan van; tovabba
MQO = NQO X -gel, azaz OF) egyenes MN hajlisi szoget felezi.
Most, ha O pontbol DJKLE oldaliap kdzéppontjadhoz OP egyenest

4

5. abra.

_Abel-Evay- Polikeit : Mértan II. rész.
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vonjuk, ezen OP=OM-mel, s ezenkivil OP | DJKLE sikra.
Mert, ha DE élnek felezd pontjabol R-bsl ME, PR és OR
egyeneseket vonjuk: MOG N\ L MOR /\, tehdt 0@ = OR, ¢s
MQOX = MRO ¥ =1/, MQN szdggel; am MRP L= MQN I mert
a szabélyos test valamennyi szomszédos hatarlapjinak ugyanazon haj-
lasa van, tehat MRO ¥ = } MRP <. = ORP szoggel és igy
MRO )\ £ PRO )\, kovetkezoleg OF = OM és ULR L ==
OMR ¥ — 90°; minthogy pedig MRF sik .. DJKLE sikra,
OP szintén merélegesen all az utobbi sikra.

Hasonlé modon bizonyitjuk be, hogy O pont a fbbi hatar-
laptol is egyenld tavolsigra esik. Ennélfogva O csakugyan kozép-
pontja azon beirt gombnek, mely a szabalyos test minden oldal-
lapjat érinti.

Minthogy tovabba BC él 1 MON sikra, tehat OQB L = OQC X
= 90°; hasonlokép ORD ¥ = ORE ¥ = 90°; és ha még BO,
CO, DO, EO egyeneseket vonjuk: OQB N\ L 0QC /\ L ORD /\
L2 ORE /\, mert e derékszogli haromszégekben a befogok egyen-
16k, kovetkezéleg OB = OC = OD = OFE. Ezek alapjan konnya
kimutatni, hogy O pont a szabalyos test t6bbi csucspontjaitol is
egyenld tavolsigra van. Ennélfogva O egyszersmind azon gombnek
is kozéppontja, melynek felszine a szabalyos test valamennyi cstes-
pontjat magéban foglalja. Széval O pont ugy a beirt, mint a koril-
irt gémbnek kozéppontja.

Otodik fejezet.
A testek hasonldésagarol.

93. & A guldk hasonlésaga.

Két gula akkor hasonld, azaz megegyezO alaki, ha testszogeik
ugyanazon sorban egybevégék. Példaul ha valamely guldt alapjaval
parhuzamosan szeliink (56 abra), az elvagott kisebbik gula hasonlo
a mnagyobbikhoz, mert megfeleld testszogeik egybevagok. (Miért?)

1. A hasonls guldknak wmegfeleld hatdrliapjock o8 hasonldh egy-
ngishoz, megfeleld éleik pedig egyenld ardnyiak.

Legyen SABCDE gila ¢~ sabedehez: a fontebbi magyarazaf
alapjan konnyven kimutathatjuk, hogy a megfeleld oldallapok is
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56. 4bra. hasonlok, mert ezek oly haromszigek,
melyekben a megfeleld szogek egyenlok
és igy a hasonlo fekvésii oldal- és
alapélek egyenl aranyuak, tehat a
két alapsik is hasonlo egymdashoz.

Vo

e (Miért ?)
/EF\O \ A guldk hasonlosagarol oly-
o'r“:j:- D forma tantétel-sorozatot lehetne kifej-
A7 teni, mint a sikmértanban a hasonlo
B C haromszogekrdl ; 4mde minthogy a

gulak hasonlosdga kordntsem oly fontos, mint a haromszogeké, ezért
csak néhdny hasznosabb tételt emlitiink fel.

2. Azon guldk, amelyeknél a estcsnal 16vo testszogek egvybe-
vagok, megfelelé oldaléleik pedig egyenlé aranyuak, egymashoz
hasonlok.

3. Ha két gulinak megfelels hatarlapjaik hasonlok és ugyan-
azon sorrendben kivetkeznek egymdasra, akkor a gulak is hasonlok.

4. Oly mnégylapi testek, amelyeken a megfelelé cstces koriil
levé elszogek egyenlok és az oldalélek egyenld aranyuak, szintén
hasonlok egymashoz.

5. A hasonlo gildk magassdgai tugy aranylanak egyméshoz
minl hasonlé fekvésii éleik.

24. §. Egyeb szogletes testek hasonlésaga.

A szogletes testek akkor hasonlok, azaz alakra nézve meg-
egyezdk, ha egyenlé szamia hasonlo galabol vannak Osszetéve ¢s ¢
hasonlo guldk ugyanazon rendben sora:oznak.

1. A4 hasonld szigletes lestek megfeels hatdrsikjaik egymdshoz
hasonlék, megfelel testszoyeik pedig eqybevigok.

57. dbta SABC, SADC, SCDF stb.
guldk (57. 4bra) az egyik test-
nek, sabe, sade, sedf stb. pedig
a masiknak megfelelé hasonio
részei.

ABC és ADC haromszo-
gek, melyekegyiittvéve a nagyob-
bik test egyik hatarlapjat alkot-
jak, megfeleléleg hasonlok a
kisebbik testben levé abe és adc hiromszogekhez. Ugyanis S4Bt

4*
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gila a foltételnél fogva o sabe guldhoz, tehat a 23. § szerint ABC /\
o~ abe-hez stb. S6t mi tobh, ha ABC és ADC haromszogek egy-
azon sikba esnek (mint a jelen esetben), akkor a megfeleld abe és
ade hiromszogek is szilksegkép kozos sikban vannak. Mert S4DBC
6s sabe, tovabba SADC és sade gulik hasonlosaga kovetkeztében
S(AC)B lapszig = s(ac)b-vel, és S(AC)D lapszdg = s(ac)d-vel ;
hogyha tehit S(AC)B és S(AC)D lapszogek Osszege nyujtott lap-
szbg, a megfeleld s(ac)b és s(ac)d lapszogek szintén nyujtott lap-
szoget alkotnak. Ennélfogva ABCD idom <~ abed-hez, mert megfe-
leldleg hasonlé haromszogekbol alakultak.

Ugyanily modon lehet a tobbi megfeleld hatirlap hasonlosa-
gat kimutatni. /

Tovabba B(4S)D lapszog = b(as)d-vel, mert: az elobbi
B(AS)C és D(AS)C, az utobbi meg blas)c €s d(asjc lapszogekbol
all, s a hasonnevii részek megfeleldleg egyenlok. Altalaban a fon-
tebbi két szogletes test barmelyik megfeleld lapszog-parja egvenlo,
minthogy ezen hasonld fekvést lapszogek hasonlo galdknak meg-
felelé lapszogeibél vannak szerkesztve.

Mindezekbd! kivilaglik, hogy a szoban levd két szogletes test
megfeleld testszogei (pl. 4 és a) egybevagok, mert megfeleld él- és
lapszigeik egyenldk és megegyezd fekvesiiek.

9. Viszonl, ha iét szigletes test hatdrlapjai meyfeleldley hason-
16k s testsebgeik sor szerint eqybevdydk, aklor e testek szintén hason-
I6k, azaz megfelels hasonls guldkva bonthatik.

A szabélyos testek mindig hasonlok, ha oldalszamulk egyenld.

25. § A gombolyl testek hasonlésagardl.

1. A gombok mind hasonlék egymashoz.

2. Két egyenes henger akkor hasonlo, ha tengelymetszeteik
hasonlok.

3. Két egyenes kup is akkor hasonlo, ha tengelym e tszete
hasonlok.
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Hatodik fejezet.
A testek felszine és Kkobtartalma.

26. § A térfogat-egységrol.

A testek felszinét, vagyis alap- és oldallapjaik osszes kiterje-
dését teriiletszamitas utjdn hatirozzuk meg. A teriiletegység, amint
tudjuk, oly négyzet, amelynek oldala a hosszisig egysége. A testek
térfogatinak, vagy hibtartalmdnak a meghatirozasanal testmeérték-
egységre van szilkségiink és e célra oly kocka (cubus) szolgdl,
amelynek minden éle a hosszusag-egységgel egyenld. Ezzel kozvet-
lentil csak a derékszogh parallelepipedont lehet megmérni; legtobh
esethen kOzvetve hatdrozzuk meg a test kobtartaimat, t. i. 0Ossze-
hasonlitjuk azt valamely derékszogii parallelepipedonnal, vagy oly test
térfogataval, melynek kobtartalom-szamitdsa mér ismeretes eldttiink.

Azt a szamot, amely megmuiatja, hogy az egységiil elfogadott
kdbmérték hanyszor van meg valamely testben, férfogati szdmnak
nevezziik.

Megjegyzendd, hogy valahanyszor az alabbi cikkekben térfogatok ara-
nyardl, teriiletek és vonalak szorzatdrdl sth. szé lesz, — azokon mindannyi-
szor az illet§ mérési szamok értenddk.

27. &, A parallelepipedonok térfogatainak egyenldségérdl.

1. A fkizos alapd és egyenld magassagé  parvallelepipedonok
egyenld térfogatitak, azaz egyenlidk.

Az ilyen parailelepipedonoknél ugyanis az alappal atellenes
hatarlapok ugvanazon sikba esnek, mégpedig @) vagy ugyanazon
két parhuzamos egyenes koze, mint az b8. dbra mntaija, b) vagy nem.

a) A két feddlap wugyanazon két pdrhuzamos egyene: kozé
esik. Legyen ABCDEFGH az egyik, ADCDIKLM a masik paral-
lelepipedon. (58. abra.) Ezen esethen ALLTD I hdromoldalt hasab &2
BEKCGL hasibbal, mert a haroméli
F testszoget alkoté siklapok az F test-
370g megfeleld sikjaival sorban egybe-
vagok:; a nevezett két hasab tehat to-
kéletesen egymasba illeszthetd. Most, ha
az AL testbsl ARJDHM hasabot el-
vessziik, maradékul ABCDJK LM paral-
lelepipedont kapjuk és, ba ugyanazon 4L

58. 4bra.
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testb6l BFKCGL hasabot kivonjuk, 4 BCDEFGH parallelepipedon
marad ; tehat A.7L parallelepipedon = AEG-vel, mert ha egyenld
mennyiségekbél egyenlBket kivonunk, a maradekok is egyenlok.

b) A két feddlap nem esik wgyan-
azon két pdrhuzamos egyenes kizé. Hosz-
szabbitsuk meg az egyazon sikban lévé
EF, GH és JM. KL éleket (59. abra);
ezek egymast Atmetszve NODPQ paral-
lellogrammat alkotjak, meld az ABCD

59. abra.

¥ ‘y‘y s, alappal, nemkiilénben a két ellenlappal
(4 A ‘\/’ is egybevago. (Miért?) Ha tehat NOPE
Dk"jal-;»f_c:j / parailelogramma  szbgpontjait az alap
Aﬁ_:,;,_ \'B megfeleld csucsaival  Osszekapesoljuk,

ABCDNOPQ parallelepipedon keletke-
zik, mely az eldbbi (a) pontnal fogva tgy AG, mint AL paral-
lelepipedonnal egyenld, ennélfogva AH parallelepipedon == AL-lel.

E tantétel alapjan barmely ferde parallelepipedont derekszogiive
alakithatunk 4t. Fvegbol t. i. az alap szigpontjain az alapsikra
merdlegeseket allitunk a fedélap sikjaig; az ekkép tamadt derék-
szogii parallelepipedon az eredeti ferde parallelepipedonnal egyenld.

9. Bdrmily ferdeszogii parallelepipedon egyenld alapii és magas-
sagit derékszogiivé alakithald al.

Elgszor is a ferdeszogii parallelepipedon a megeldzo pont szerint
oly egyenes parallelepipedonna alakithaté at, amelynek az el6bbi-
vel kozos alapja és egyenlé magassaga van. Legyen ABCDEFGH
(60. abra) az ekkép szarmazott egyenes parallelepipedon és ennek
alapja: ABCD ferdeszigii parallelogramma.

Vonjuk az alap 4 és B pontiab6l CD-re AK és BJ merdle-
geseket, ez Altal ABJK derékszigii parallelogramma keletkezik,
amelynek teriilete = ABCD-ével Hasonloképen huzzuk a fedélap
E ¢s F pontjabol (‘H-ra EM és FL meré-
legeseket, ez altal EFLM derékszogii paral-
lelogramma keletkezik. Végiil kapcsoljuk 6ssze
e két derékszoghh négyszog megfeleld sz0g-
pontjait egyenes vonalakkal, ekkor ABJKE
FLM uj parallelepipedon keletkezik. és ez
cgyenld alapt és magassagi az eredetivel és
ezenkivill még derékszogii is. (Miert?)

Minthogy a parallelepipedon barmelyik

60. abra.
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hatarlapja szolgalhat alapul, a fontebhi két testet ABFE kozos
alapon alloknak tekinthetjitkk, és mert fed6lapjaik ket parhuzamos
egvenes kozé esnek, azért kobtartalmuk egyenlo.

3, Minden dtlé-sik a parvallelepipedont kél egyenld hasdbra
osztja, szoval felezi.

Legyen ABCDEFGH (61. 4bra) az adott
parallelepipedon; ha BF és DH 4tellenes
éleken keresztul atlo-sikot vezetiink, ez a ne-
vezett testet két egyenld hasdbra osztja.

Ennek bebizonyitasaul fektessiink B és #
végpontokon keresztiil BIE' élre két meréleges
sikot; ezek a kelléen meghosszabbitott oldal-
éleket K, L, M és N, O, P pontokban met-
szik. Ennek folytan két egybevigo parallelo-
gramma (u. m. BKLM és FNOP), és egy de-
rékszogti paralleiepipedon u. m. BKLMFNOFP
keletkezik. Ez utobbit az atlo-sik (BFHD)
két egybevdgs hasdbra osztja, azaz BLMFOP
hasib o BLKFON hasdbbal, mert egymasba illeszthetok. (Miért?)

Tovabba BF — AE — KN, tehat AE — AN = KN — AN,
vagyis KN = AKR. Hasonlé oknal fogva HO=DL. Ebbdl kidvet-
kezik, hogy FNEHO gula 2 BKADL galaval, mert ha e két testet
egymésba helyezziilk akkép, hogy BKL haromszog a vele egyhevago
FNO-ra jut, akkor 4K & EN-nel, LD ¢l OH-val egyiivé esik,
mert egy pontbél valamely sikra csupan egy merdleges vonhato.
Hasonloképen FOHGP gala <2 BLDCM gulaval.

Most, ha BLKFON egyenes hasibhoz FNEHO gilat hozzé
adjuk, az utébbival egyenld BKADL-t pedig elvesszik: BADFEH
ferde hasabot kapjuk ; ez tehat az el6bbi egyenes hasdbbal egyenlé.
Hasonlokép BMLFPO egyenes hasab=BCDFGH ferde hasabbal.

De ezen egyenes hasdbok a fontebbiek szerint egybevagok,
tehat a ferde hasdbok is sziikséykép eqyenld térfogatuak.

Eszerint: minden  hdromoldalis  hasdbot valamely kétakkora
alapi s eqyenld magassdgi paralleleprpedon felerészének tekinthetiink

4. Az eqyenld alapi és magassdgii derékszdgi parallelepidonok
eqyenlok.

A sikmértanbol (46. §. 3.) tudjuk, hogy ha valamely parallelo-
grammaban az 4atlo barmely pontjan keresztiil az oldalakhoz pér-
huzamosakat vonunk, az atl6 nem hasitotta két kisebb parallelo-

61. abra.




62. dbra. grammanak egyenld teri-
lete van. Szerkessziink
most oly derekszogi paral-
lelepipedont (62. A4bra),
melyben az 4tlo nem szelte
parallelogramma-péar a ket
adott parallelepipedonnak
az alapsikjai; azaz raj-
zoljuk meg BHFEJ-t, mely-
nek oldalai a két alapsik
megflelelt oldalainak 6ssze-
gével egyenlok; ekkor
ABCD és DEFG a két
derékszogii parallelepipedon alapjait &brazoljak. Tovabbd emeljiink
BHFEJ 5 a benne foglalt két kisebb parallelogramima dsszes szdgpont-
jaibol merdleges egyeneseket ; mérjik ki ezek egyikére, Bb-re a parallei-
epipedonok kozos magassdgat és fektessitk b végponton keresztiil
B+ FJ-vel parhuzamosan bhfi sikot. Ezaltal a kérdéses két test is
megalakult; az egyik t. i. ABCDabed, a masik pedig DEFGdefg.
Ezekutdan a megel6zo tantétel alapjan konnyen kimutathatjuk, hogy a
fontebbi derékszogii parallelepipedonoknak egyvenld kobtartalmuk van.

5. Az eqyenld alapi és magassdgi ferde parallelepipedonok
eqiyenlirk.

Mert a ferde parailelepipedonok a 2. p. szerini egyenlé alapu
és magassagu derékszigiiekke alakithatok at: dmde az utobbiak az
eléhbi pontnal fogva egyenlék, tehat a ferdék is.

Ezek kovetkeztében: az egyenid alapii és magassdgd hdrom-
oldalis hasdbok is egyenlik.

63. abra.
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6. Az egyenlé alapy és magassigi guldk egyenld térfogatiak.

Legven SABC és sabc két haromoldala gdla (63. dbra), melyek-
nek alapjuk és magassiguk egyenld, azaz ABC )\ =abc /\, és TU
a kozds magassag; kozvetve megmutatjuk, hogy e guldk kibtartalma
is egyenld, azaz G=y.

Mert tegyiik, fel hogy G'>> g-nél. Osszuk ela guldk kidzos magas-
sagit (TU-t) n egyenld részre és fektesslink az oszté pontokon
keresztiil az alappal parhuzamos sikokat, ezek mindegyike a gula-
part két egvenld teriiletit haromszoghen metszi.

Igy peldaul GHI /\ = ghi /\-gel, mert:

ABC \: GHIN=TU*: TV?
hasonlolag : abe /\: ghi \=TU?: TV?,
tehat : ABC /\ : GHI = abe )\ : ghi /\.
Amde a foltétel szerint:
ABC )\ =abe /\ ; kovetkezdleg GHI /\ =ghi /..

Az emlitett metsz6 sikok mindegyik gulat n—1 csonka gulara
¢s 1 teljes gulara (a csucsndl) osztjak. Szerkessziink mdar most
ABCDEF csonka gtlanak mindegyik alapsikjara, vagyis ABC és
DEF hiromszigekre egy-egy olyan hasibot, melynek oldaléleit a nagy
gula valamelyik oldaiélével pl. AS-sel parhuzamosaknak vessziik.
A nagyobbik hasabot, vagyis ABCDNO-t, amely részben a gilabol
kiszogellik, kiilsinek, a kisebbiket ellenben, amely egészen a gulan
beliil van, belsdnek nevezhetjitk. Ugyanilyen kiilsé és belsé hasdbokat
szerkessziink mind a két gula tobbi részeihez, amint ezt az Aabra
mutatia. Minthogy az egyenldé alapi és magassigu héaromoldali
hasdbok egyenid tériogatuak, az ugyanazon par metszé sik koze
foglait kiils6é Lasibok is egyenlok, azaz ABCDNO = abedno, sth.
Ugyanez all a megfelelé belsé hasabokrol is.

Kszerint, ha a kiils6 hasibok dsszege az egyik galanal S
(summa), a masodik galdndal is annyi mint §: és ha a belsd hasabok
hsszege az egyik galaban s, a masikban 18 s.

Kétséget nem szenved tovabba, hogy a kiilsé hasdbok Osszege
nagyobb, a belsoké pedig kisebb, mint az illetd gula kobtartalma.
vagyls :

8S>G0 >
és S>> g > s

Most, ha a G' << § egyenlétlenséghél a g »> ¢ egyenldtlenséget

kivonjuk, annal inkabb 4all, hogv:
G—(]<S — ¥a
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Azaz, ‘a két gula kobtartalma kozt mindenesetre kisebb a
kiilonbség, mint a kiilsé hasibok és a belsd hasabok 6sszege kozt.
Amde barmely kiilsé hasdb egyenld térfogati a kozvetlen alatta
levé belsovel, ennélfogva S—s egyenlé a legalso kiilsé hasabbal,
vagyis ABCDNO-val. Ha tehat az utébbinak kobtartalmat k-val
jeléljiik : G — g < hondl.

Vildgos, hogy % értéke attol fiigg, hany részre van osztva a
koz0s magassig; minél tobb részre osztjuk ezt, annal kisebb lesz
amaz ; miutin pedig a magassagot tetszésiink szerint akarhany
egvenlé részre oszthatjuk, bizonyos, hogy & hasibot is barmily
paranyira alakithatjuk. Ugyde a két gula kozt a kiilonbség a mon-
dottak szerint h-nal kisebb, tehat G — g=0, vagyis: G*=y.

E fontos tételt rovidebben — habar nem oly szabatosan — igy is
bebizonyithatjuk :

Amikor a fontebbiek szerint kimutattuk, hogy az alaptél egvenld tavol-
sagra es6 parhuzamos metszések az egyik ésa masik gdlan egyenld teriletiiek,
ekképen folytatjuk. A parhuzamos metsz$ sikok mind a két gulat # csonka
gulara oszijak; czek természetesen annil alacsonyabbaknak mutatkoznak,
minél stiriibben fektetjiik a metszé sikokat; ha tehat # szidmot folyton folyvast
novesztjitk, a csonka gilak is mind laposabbakké valnak, és elvégre mindegyik
gulat szamtalan igen vékony lemezbol allonak gondolhatjuk. De a megfelels
lapok egyenlSk, tehdt Osszegeik, a guldk is. Latnivalé, hogy ez a bebizonyitas
nemcsak hdrom, hanem tobboldali galakra is alkalmazhaté.

Ily médon az egyenld alapi és magassigd hasdlol: térfogatainak egyenls-
sége is kimutathato. (Cavalieri-féle clv.)

7. Minden hdromoldali, hasdb hdrom egyenld guldra bonthats
(Fudoaus tetele).

64, abra. Legyen ABCDEF (64. 4bra) az adott hasab.
Fektessink D, E, C és A, E, O csucsokon keresz-
ttil két sikot; ezaltal a harom oldala hasabot ha-
rom gulara bontottuk, u. m. EACD, EDCF és
EABCe.

Az elobbi kettbnek kozos £ cstcsa van és
alapjaik ugyanazon ACFD-nek a felével egyenlok;
e két gula tehdt egyenlsé. A harmadik gala KABC
ismét = CDEF-fel, mert alapjuk és magassiguk
egyenlé ; amde CDEF giala == EDCF-fel, tehét
EABC gila==EDCF = EACD gulaval.




Ty e

29

28. §& A parallelepipedonok térfogatainak aranyossaga.

1. Kozos alapi derékszigii parallelepipedonok teérfogatai dgy
ardanylanak egqymdshoz, mint megfeleleld magassdgaik.

65. dbra. Tegyitk f6l, hogy ABGH és ABLM derék-
; n szogl parallelogrammak magassigai 6sszemérhetdk
Ritair N és a kozos mérték BEF-ben m-szer, BK-ban n-szer
.‘ T — g foglaltatik ; akkor:
J_\__\-s»--—--im| BF:BK=m:n (7:4)
KT“*"“““ Az oszté ponton keresztiil az alappal parhuza-
‘ I ; ‘ mos sikokat fektetvéen, a nagyobbik (P) parallel-
AN 3 epipedont m, a kisebbik (p) parallelepipedont n
B—_CJ derékszogii egybevago parallelepipedonra osztjuk.
Azaz:

P:p=m:m (7:4).
A két aranypart egybevetve lesz:
TR Ui e Tad G
Azon esetre, ha BF és DK magassigok Osszemérhetetlenek,
a tétel helyességét kozvetve bizonyitjuk be. Mert, ha BF . BK nem

= P:p, akkor BE: BK arany vagy nagyobb, vagy kisebb P : p-nél;

amde az utobbi két eset ellenmondisra vezet, tehat a két ardny
egyenld.

2. Az egyenld wmagassdgi derékszogi parallelepipedonok  ter-
fogatai gy ardnylanak egymdshoz, maint a megfeleld alapsikok
teriileter.

66. abra. Mert helyezzik APLK kisebb parallel-
0 epipedont (p-t) (66. abra) a nagyvobbikba, azaz
e Lj‘,\;g ABGH-ba (P-be) tgy, mint az dbra mutatja;
[ i | _Sp tovabba hosszabbitsuk meg M KL sikot a nagyob-
i \\rg/;"f-'fq bik parallelepipedon BFG oldallapj.étig. Ez dltal
I8 [N RN P AB@K (FP) harmadik parallelapipedon kelet-
1 R kezik, mely az elébbi kettd kozott kozvetitsil
: Ll _EQ’.“O - szolgalhat.
GR,WL]’Nk o B Ugyanis az 1. pont szerint:
\A/'P P: P = KEH:EK,
€s: P piE—

tehat: P:p = EH. E Tﬁ .
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Amde FH. EF — EFGH ¢s EK. EJ = EKL.J parallelo-
gramma terilletével, kovetkezoleg P:p = EFGH: EKL.J.

3. Ket derékszigii parallelepipedon tgy ardnylik egymdshoz,
mint alapjuk és magassdguk szorzatai.

Jeloljiik az egyik térfogatat P-vel, alapjat A-val, magassagat
M-mel, a masiknal megfeleloleg P, A/, M'-vel. E két testhez gon-
doljunk még egy harmadik parallelepipedont p-t, melynek alapja az
elsoével, magassaga a méasodikéval megegyezik. A fontebbiek szerint:

Pip = M: M
SRR ST
tehat : PP = A M:AM

4. Minthogy a sokszogek parallelogrammakka és ezek megint
derékszogii négyszogekké alakithatok at, azért minden hasabot derék-
szogli parallelepipedonna alakithatunk at, ésigy mindazok a tételek,
amelyeket most levezettiink, akkor 1s érvényesek, ha barmilyen
sokszog alapd hasdbrol van szo.

29. §& A parallelepipedon és a hasab felszine és kob-
tartalma.

1. A derékszigli parallelepipedon felszinét gy taldljuk meg,
hogy az eyyazon csicson dsszetaldlkozd hdrom élt a-, b-, -t pdron-
ként ‘megszorozzul egymdssal ; ¢ szorzatol kétszeres osszege a parallele-
pipedon, Osszes felszindvel eqyenld, azaz: F=2 (ab--ac - be).

Hogyha pedig az a, b, ¢ élek kozé zart szogek mnem 90°-tak,
akkor a ferde parallelepipedon felszine :

F=2 (ab sin v -+ ac sin 5 4 be sin 2),
itt « a b és e B azaés o,y az aés b élek altal befogott sziget
jelenti.

2. A hasib felszinet iigy taldjuk meg, hogy alapsikjinak két-
zeves teviiletehez hozzdadjuk az oldallapok teriiletének osszeget.

_ Ha az egyenes hasdbnak csakis az oldalfelszinét keressiik, fel-
téeve, hogy az alapsokszg egyes oldalainak mértékszamai a,, @

Bl b o2l AT

ay+ag ... an =k,
ahol tehat %, nem egyéb, mint az alapsoksziig kerillete, tovibba a
hasab magassiga i, oldalfelszine O, akkor:
O=am-ta,m-i..... +a,m=m (a; +a,+.... 4 a) =nm k.

Az oszlop, vagyis a szabalyos sokszig alapu egyenes hasab
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felszine nem egyéb, mint az alapél és a magassag mértékszamai-
nak az oldalak szamdaval valo szorzata: O=n.am.

A kocka felszine, ha egyik éle a, egyenld 6 a*-tel

3. A pardllelepipedon kibtartalmdt gy szdmitjuk ki, hogy
alapjanak teriletszdmdt megszorozzuk magassdgdnak mértékszdnid-
val. Mert minden P ferde parallelepipedon vele egyenlé A alapud és
M magassagu derékszigl parallelepipedonnd alakithato at, ez utobbit
pedig a K=1 térfogat-egységgel 0sszehasonlitvan, lesz:

SRR 2 ,
—.=2""" ¢és mert: > a parallelepipedon kdbtartalméanak meérték-
K a*.a K -

, A 9 e e M
szama: P = az alap tertletének mertékszama: 4, —=3M a ma-
? az’ Y

gassag mértékszama,
azert: SR A

Eszerint a derékszogii parallelepipedon kobtartalmat meg-
talaljuk, ha az egyazon csucshan 0Osszejovo eélek mértékszamait
egymassal szorozzuk, vagyis P=a. b. c.

A kocka térfogata annyi, mint az él mértékszamanak harmadik
hatvinya (kobe), vagy K=n?, ha a a kocka ¢lhosszat jelenti. Viszont :
a=1 K, vagyis a kocka élhosszat agy nyerjiik, hogy 2 kébtartalmét
jelenté szambol harmadik gyokot vonunk.

4. Minthogy a 27. §. 2. tétele szerint a hasabok derekszogi
parallelepipedonokks alakithatok at, azért: «a hasdb  kibtartalma
annyi. mint alapjénak teriletszima megszorozva  magassdgdnak

mértékszamadval :
K=—a.m.

30 & A gula és a csonka gula felszine és kébtartalma.

1. A gila, vagy piramis felszine ammyi, mint 1 hdroniszoy
é« az alap-sokszog leriileteinek Osszege.

A szabalyos sokszdg alapi egvenes gila felszinét ugy nyer-
_jiik, hogy az egyik oldal-haromszog teriiletének #n-szereséhez hozzé-
adjuk az alapot alkoté szabalyos m-szdg tertletét.

9. A csonka piramis felszinét megtalaljuk, ha a két hasonlo
n-szogli alap teriiletéhez az oldalakat alkoto = trapéz teriiletét
hozzdadjuk. A szabalyos n-szig alapi egyenes csonka gula fel-
szinét Ggy hatarozzuk meg, hogy az alapok keriiletének szémtani
kozéparanyosat megszorozzuk az egyik oldalt alkoto trapéz magas-
saghval ¢és e szorzathoz hozzdadjuk a két alap teriletet.
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8. A gula kibtartalmdt gy wyerjiik, hogy alapjinak terilet-
szdmdt megszorozzuk a magassdgdat olkotd egyenes mértéksedmdnal
@ harmadrészével ;

1

Mert, tudjuk, hogy minden hdromoldalii gila egyenls a vele
egyenlé A alapu és M magassdgi prizma harmadrészével. A harom-
oldalu gulara tehdt a fent adott képlet valoban érvénves. Amde a
tobboldalu guldk 4tlos-sikokkal egyenld magassagu Teeromoldal
gilakra bonthatok oly médon, hogy ezek alapjai egyiittvéve a tobb-
oldalu guldk alapjaival egyenlok. Ilyforman a megismert szabaly
a tobboldalo gulak térfogatanak a meghatirozisira is kiterjed.

A fontebbi tételnél fogva: az egyenld alapi gildk gy ardny-
lanak eqymdshoz, mint a megfelelé magassdgok. és az eqyenls magas-
sagaak gy, mint az lleld alapsikok.

4. A csonka gila kobtartalmdt megtaldljuk, ha két alapsiljdnak
€s ezek mértani kizépardnyosinak osszeqét a magassdg harmadyészével
meyszorozzul;.

67. abra. Ugyanis nyilvanvalo, hogy a ecsonka
gula térfogata annyi, mint a kiegészitett
(teljes) gula és az elvagott kisebbik gula tér-
fogatdnak a kilonbsége. Rovidség okaért
legven LMNOP alap = A, lmmop fedilap
—=a, a magassag q¢) = m és a kiegészité kiseb-
bik gila magassiaga Sg==x. Az el6bbi pontnal
fogva :

a nagyobbik gila kébtartalma =14 -
(m )5

a kisebbik giala kobtartalma=—=+4a. 7

Tehat a csonka gila kibtartalma =14 [(m +-x) A~ ax]

; =imd+ (4 — a)x)

x ertékének meghatarozisara a 14. §. 1. szakaszanak 1. pont-
jat alkalinazzuk :

Ara=(m+a)2: a2 vagy: YV Ad:Ya=(m4xz):z
és ebbdl : fh— -—,iiVQ —

Y A—Ya
Ezen értéket a fontebbi egyenletbe helyettesitve, lesz:
m Y a ]
Va-—ya I

a csonka gula kobtartalma = % [m A+ (4 — a)
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A—e AR AGEIE_ o o
oy e o LT VA 41/ a tehat :

minthogy

K=(A+a+ Y43 2.

Vagyis: a esonka gila hdrom gila dsszegdvel egyenld, melyelk-
nek ugyanazon magassdguk van, mint o csonka guldnak és
melyek  koziil az egyiknek alapja a csonka giula alapjdval, a
mdsodiké ugyannak feddlapjdval, a harmadiké az elébbi kettonek
mértani kizépardnyosdval egyenld.

31. §. A hasonlo szdgletes testek térfogatainak aranyarol.

1. Két hasonld gila kibtartalma gy ardnylik eyymdshoz, mint
megfeleld dleik, vagy magassdgack harmadik hatvdnyal.

82 T Legyen SABCDE gula (68.
dbra) kobtartalma = G ¢és a

hozza hasonlo sabede gialaé = g.
A 30. §. szerint:
G—4% ABCDE. SO,

] ., g =14 abede. so,
‘ S 7 tehat: G:g=
D

ABCDE. SO: abede. so.

Minthogy a gulak hasonlésaganai
fogva :

ABCDE: abede=— AB?: ab?,

tehat: ABCDE. SO :abede. s0= AB* SO: ab?. so.
Kovetkezoleg : G g = AB SO : ab*. so.
Minthogy tovdbba a hasonlo guldk magassidgai ugy arany-
ianak egymashoz, mint hasonlo fekvésii éleik, tehat:
SO :50=AS:as= AB:ab
és ADB1.50:ab*.s0 = AB*: ab?,

kovetkezéskép :
Qg AB*: ab* — S0°: 50"

2. A hasonli polyederek kibtartalme dgy ardnylik egymdshoz,
mint hasonls fekvésii éleik harmadik hatvdnyai.

Mert két hasonlé polyedert egyenld szamid hasonld guldra
lehet bontani és, ha az utébbiakra a fontebbi tételt alkalmazzuk,
és tekintetbe vessziik, hogy a hasonld polyederek megfelelt élei
aranyosak, a szoban forgo tétel onként kovetkezik. '



32. & A henger felszine és kobtartalma.

Ha valamely egyenes henger alapkorébe szabéalyos sokszoget irunk
¢s ez utébbira, mint alapra, a hengerrel egyenlé magassagi meréleges
hasdbot szerkesztiink, ennek oldalélei a henger palastjara esnek,
méas szoval, a hasdb a hengert élei hosszaban érinti. lly hasabot beirt
hasabnak neveziink. Konnyti elképzelni, hogy a beirt hasab oldal-
lapjai annél kizelebb simulnak a henger palastjihoz, minél révidebbek,
tehat egyszersmind minél szamosabbak az alapkorbe irt szabalyos
sokszog oldalai. Ha tehat ez oldalak szdmat kelléen szaporitjuk, a
hasab oldalai és a henger palastja kozt 1évé kiilonbseget barmily
paranyi ériékre leszillithatjuk. Széval, a henger palastja a beirt #,
2n, 4n, 8n oldalii hasabok oldalteriletének a hatarértéke.

Hasonlo 4ll a henger kibtartalmarol is; ez is a beirt n oldali
hasab térfogatdnak batarértéke, ha t. 1. # szamot gondolatban vég-
nelkill megnivesztjik.

1. Az egyenes henger paldstjat megtaldljuk, ha alapkore kerii-
letét a magassdggal meyszorozzuk.

Jeloljik a hengerbe irt ABCDEF alaph

69. Abra. | . : A 5
(69. abra)meréleges hasab alap-keriletet K-val,0sszes

;;,-P[";‘L':‘*LT_\‘:;;i\ oldalapjainak teriiletét O-val és a ket test k6zos

Gg'}q ___;'K magassagat M-mel; a 29. § L pontja szerint:
e 0= KM

‘ | s Az elobbiek szerint a henger paldsija a beirt

‘ ‘ ",_' | hasib oldal-felszinének a Latara, azaz, minél inkabb

e ;_/,;_—;;—,.::;\EJ'_%:“ szaporitjuk a hasdb oldalainak szamat, annal koze-

“\;\NJ_____‘JL;*D lebh jut az a hengerhez:; ennek paldstjat tehat

B G  meglalaljuk, ha A .3 szorzat hatdrértékét vesszilk.

Mar pedig a beirt sokszog keriiletének hatara a kor, a magassag ()

meg allando ; tehat a henzer paldstja = a kor keriilete X M-mel,

vagyis: ()==2B=.M. ;

Eszerint a henger palistja egyenld azon derékszogi négyszog
teriiletével, melynek alapvonala akkora, mint a henger keriilete,
magassaga pedig ugyanaz, mint a hengeré. Az eredményt a henger
palastjanak lefejtése, azaz siklapon valo kiteritése is igazolja.

Ha a henger palastjahoz az alapsik kétszeres teriiletét hozzé-
adjuk, a henger teljes felszinét talaljuk. Tehat :

F=2Rx + 2Rs . M=2Fx(R+- M).

Az egyeniéoldalit hengernél M=2R és igy:

: F =06 R
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2. A henger Ikibtartalmdt megtaldljuk, ha alapkive terilletét a
magassiggal megszorozzuk.

Jeloljiik a hengerbe irt (ABCDEF alapt) hasib alapjat A-val,
kobtartalmét K-val, s a kzos magassagot M-mel, a 29. §. 8. pontja
alapjan :

K=A4 x M.

A henger kobtartalma a mondottak szerint 4 X M szorzat
hatdrértéke. Amde az egylk tényezbnek, t. i a beirt sokszog
teriletének (4-nak) hatdra a kor terillete, a masik tényez6 (M)
meg dlland6, ennélfogva a henger kébtartalna:

K= a kor teriilete X M;
€s ha az alapkér sugara = R, a henger térfogata — Rz .

Eszerint: az egyenld alapi hengerek gy ardnylanak egymds-
hoz, mint a megfeleld magassigok; és az egyenld magassigi  hen-
gerek dgy ardnylanal: egymdshoz, mint a megfeleld alapok.

Az egyenlioldaliv eqyenes hengerndl M—2R s igy:

K—2 Rsx.

3. Az dres, wvagyis olyan hengernek, amelynek a belseyéhil
egy kusebb henger ki van wvdgva, a kibtartalmdt ugy talaljuk
meg, hogy a belsé és kiilsé kor félkeriiletének Osszegét megszoroz-
zuk a henger falanak a vastagsagaval s e szorzatot a henger
magassagaval. Azaz, ha R jelenti a kiilsé, » a belsd kor sugarat,
gy (E—v) a henger faldnak a vastagsaga, ha még m a henger
magassaga, 4gy a kobtartalom :

K=PRm.m—rin.m=x(R—r)m=—

=a(R-4r) (ﬁf*r).wz=2w.(§g_—ﬁ-(R——r).m.

33. §. A kup és a csonka kiap felszine és kobtartalma,

Ha a kuap alapkorébe szabalyos sokszoget irunk és ennek
szogpontjaibél a kup csucsdhoz egyeneseket hiizunk, ekképen
olyan gula keletkezik, melynek oldalélei a kip paldstjdba esnek.
Az ilyen gulat bedrt gulinak nevezziik. Amint a hengernél, ugy itt
is all, hogy minél t6bb oldala van az alapkorbe irt sokszognek,
annal kisebb a beirt gila és a kup palastja kozt a kiilonbség; ha
tehat a beirt sokszog oldalainak szamat kellden szaporitjuk, az
emlitett kiilonbséget barmely pardnyi értékiive tehetjitk. Szoval, a
kip paldstia annyi, mint a beirt gildk oldalteriileténel a hatdra

A’beLLc’m_z/-Poiz'keit ¢ Mértan 11, rész. 3
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6s ennélfogva a kip térfogata is a beirt guldk kobtartalmdnak hatdn-
értéke, ha t. i. ezek oldalszamat végteleniil szaporitjuk.

1. A kup felszine F az dapteriilet @ € a paldst P dssze-
gével egyenld, tehat :

F=a-}+ P,
vagy, ha az alapkor sugara R, ugy :
F=R2z -+ P.

Az egyenes kip paldstjdat gy taldljuk meg, hogy dlapkirének
keriiletét megszorozzuk a kip oldalvonaldnak felével.

Mert, jeloljitk a kupba irt gala oldalfelszinét O-val, az alap-
korbe szerkesztett szabdlyos sokszog keriiletét K-val és a harom-

szogek kbzos szogpontjabol az egyik alapélre vont merélegest L-lel,
akkor:
O=31 KX L.

A kup palastja a beirt guldk oldalteriiletének hatara 1évén
viligos, hogy 4+ K. L-nek hatarért¢ke a kup paldstjanak teriiletét
adja. K-nak hatara az alapkor keriilete, L-nek hatdra a kip oldal-
éle 1 (latus), ennélfogva a kup paldstja = § korkeriilet X [, vagy,
ha az alapkér sugarat ismét R-rel jeloljik:

O=P=1%.2R=.l=Rlir.

Az egyenes kup paléstja tehat egyenlé azon koéreikk tertuletével,
melynek ive oly hosszi, mint a kup keriilete, és sugara akkora, mint
a kip oldaléle. Ezt az eredményt a kip palastjanak lefejtése, azaz
siklapra valo legombolyitasa altal is megtalalhattuk volna. A kup-

lap t. i, szintigy, mint a hengerlap, keletkezésénél fogva alefejthetd
gorbelapok kozé tartozik.

A kip dssees feliilete ilyforman :
F— Rz Rzl= R=(E{).
Az eqyenli oldalt kijpndl |=2 I, tehat:
F =3B

A csonka kap felszinét hgy taldljuk meg, hogy a két alap teri-

letéhez hozzdadjuk a paldst teriiletél :
F=A4-}a+ P

Az egyenes csonka kup palastjonak teriiletét épen Ggy keres-
siik, mint a csonka gulaét, t. i. a teljes kuap palastjabol a kiege-
szité kisebbik kupét kivonjuk.
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70. dbra. Révidség okdért legyen (70. &bra) az alapkor
S sugara AC= R, a feddlap sugara MO =1+, a magas-
‘ sag OO=m, az oldalhossza MA =1, a kiegészits
/ '; \ kup oldalhossza SM = 2. A fontebbick szerint a csonka
| MréjéﬂéN kup palastja:=ws R (-4 2)—=zrz
[ z =xn[R{142) —rz].
D(i}; Minthogy : S84 : AC=S8SM : MO, vagy :
At B (42 :R=z:r:
: rl : L R
tehat A 6 Z+Z_T:7’
kovetkezdleg a csonka kup paldstjanak teriilete:
Rl L R — r2
JP=5 [R Yot R_T—]zdﬂ, vagy:
P=zl(R-+r).

Azonban (B—4-1) ==2% (R-7) =, azaz (E-}r) = annyi
mint az ¥ (B 4#) sugart kornek keriilete.

E kort a csonka kupon is eldallithatjuk, ha az utobbinak
magassagat (CO-t) F pontban felezzitk és ezen keresztiil az alappal
parhuzamos sikot fektetiink. Ugyanis az ekkép tdmadt .D EF kornek DF
sugara=+4 (A C+-MO)=4%(R--7),(miért?) tehat keriilete= (B -+ 7) =.

Ennélfogva a csonka kup paldstja oly derékszogii négyszog
teriiletével egyenld, amelynek alapja a csonka kiap kozépsé met-
szetének keriiletével, magassaga a csonka kup oldalvonalaval egyenld
hosszusagi.

Ha az egyenes csonka kup teljes felszinét (F) keressiik, az oldal-
terliletéhez hozza kell adnunk még a két alapkor teriiletét. Azaz:
F=Rrntrzt=l(B4+r)=x[R24r*+1(R-+r).

2. A kup térfogatat meglaldljuk, ha alapjdt magassigo har-
madyréseével szovozeuk.

i, 71. 4bra. Mert jeloljuk a kup terébe irt galanak
(SABOD)-nek alapjat A-val (71. abra) kob-
tartalmat K-val, s a kozos magassagot M-mel,
akkor :
AR e

Minthogy a kup térfogata egyenld a beirt
gulak kobtartalmanak hataraval, ennélfogva az
: A.M szorzat hatirértékét kell keresniink.
Az egyik tényezd (M) allandé mennyiség, a mésiknak, 4-nak, hatar-
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érteke a korlap teriilete; tehat a kup térfogata =3 koér teriilet
X M-mel, vagy, ha az alapkor sugarat R-rel jeloljiik, a kup térfogata :
K=4%Rx . M

Eszerint : az egyenld alapit kipok kibtartalma dgy ardwylel:
egymdshoz, mint a megfeleld magassdgok ; és az egyenld magassdgialk
ismét eqyenld ardnyiak o megfeleld alapokkal.

Az egyenldoldald. kapndl - = 2R s igy:

M=R{3 és K=%Rn.y3.

4. A csonka kup kobtartalmat hasonlé modon szamitjuk ki,
mint a csonka gulaét.

72. dbra. Jeloljilk az alapkor sugarat (AC-t) R-rel

?: (72. 4bra), a fedtlapét »-rel, a csonka kup magas-
/ E\\ sagat (CO-t) m-mel, a kiegészité kup magassigat
M.»‘/’”! . o 8O-t x-szel, a csonka kup kobtartalmat K-val.
;ﬁ—}r K=iRm(m-t2z)—irtrr=
fhii — T [R (- m) — 1],
A s

£~ Itt. mindenekel6tt @ értékét kell kikeresniink.
A hiromszogek hasonlosdganal fogva:
AC:8C=MO:80, vagy B: (m4x)=r:z,

hat: gl g m—]—cc—m L
tehat: T=pi és =5
kovetkezoleg : A R omr ]
A= 3[ A -y |
n Rs—1rs ™ m
G e = 2 a 2
K=T 0 me T (B R ),

E képlet igy is irhato:
K=iR'm.m-+irts.m-43sRrm.m,
azaz: a csonkakdp koblartalme hdrom azeal egyenld magassdgii
teljes kip isszegébdl dll, melyek kiziil az egyiknek alapja akkora, munt
a esonka Tip alapsikja, a mdsodiké eqyenls ugyanannak feddlap-
jwal és o harmadiké az elobbi kettinek mértani kizépardnyosdval.

34. §& A szabilyos sokszogek koriilforgasibol szarma-
zott testek és a gomb felszine és kobtartalma.

1. Ha vdlamely szabdlyos 2n-szig keriiletét a felezs dtmérd
kil megforgatjuk, a sokszig keriilete dltal leirt girbelap felszine
akkora, mint a beirt kiv kerillelének és a forgdsi tengely hosszdnak
seorzata.
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Elészor is vildgos, hogy a sokszog felének korilforduldsabol
ugyvanaz a test szarmazik, mint az egésznek koriilfordulasabol. Le-
73. 4bra. gven tehat abedef a félkorbe irt
szabalyos 2n-szog fél keriilete (73.
NS abra). Azegyes oldalak altalleirt gor-
b= belapok kiipok, esonka kupok, vagy
\ hengerlapok lehetnek; minthogy
azonban a hengert oly csonka kuap-
nak tekinthetjiik, melynek két alap-
kore egyenld, és a kupot oly csonka kupnak, a melynek fedélapja=o
azért a soksz0g egyes oldalvonalai &ltal leirt gbrbelapokat altaldban
csonka kuplapoknak tekinthetjiik.

Vegyiik szemiigyre a de oldalt; vonjuk dg-t és eh-t merolege-
sen af-re, felezziik de-t ¢ pontban, kapcsoljuk 6ssze -t a sokszog
kozéppontjaval £-val, és legyen wm i af-re és el 1 dg-re. A de oldal
leirta lap tertilete f a fontebbiek szerint:

f=de.2im.x.

Minthogy azonban del /\ «» kim /\, tehat:

de:le= ki:mi, vagy:
de.mi=1e. ki, vagy:

S

de.mi—=gh .ki;
kovetkezdleg : f=gh.2ki. =
Es ha a beirt kér sugarat ki-t g-val jeloljitk:
f=gh.2pm.

A sokszig tobbi oldala 4ltal leirt gérbelapokat illetdleg hasonlo
iton lesz:
f=mng.2m=
f"=on.2p% stb.;
kovetkezoleg az Osszes felszin :
F=(gh+ng+om4...) 2.
A zargjelben 1évé Osszeg a forgisi tengely hosszat af-el jelenti,
tehat :
F=af . 2gm.
Epen ugy, ha a korbe irt sokszog keriiletének csak egyik része
(pl. cde) fordul meg af 4dtmérdé koriil, a leirt gorbelap teriiletét meg-
taldljuk, ha @ beirt kor keriiletét o sokseoy keriilet-részének a for-
gdse tengelyen vald vetiiletével (nh-val) megszorozzuk.
2. 4 gimb felszine annyi, mint egyik [6 kirének négyszeres
teritlete.



Mert, ha a gémbét leiro félkdrbe (73. dbra) valamely szabalyos
9-n szog fél keriiletét irjuk, az utobbinak korilfordulasabol szarma-
zott gorbelap teriilete :

F = af . 2om =27 . 20%.
Itt r a korilirt, p a beirt kér sugardt jelenti. Minél tobb oldalu a
sokszodg, anndl inkdbb megkozeliti a korilirt kort es ennélfogva a
sokszog alkotta gdrbelap is annél kozelebb jut a gomblaphoz elany-
nyira, hogy, ha a sokszog oldalait kellden szaporitjuk, a két gorbe
lap kozotti kiilonbség mindinkabb elenyészik.

A gbmb felszine tehdt a beirt forgdsi testek felszinének a
hatdra, vagyis a beirt testek felszine annal inkabb kézeledik a gémb
felszinéhez, minél inkabb szaporodik oldalaik szama. Ennélfogva a
gomb felszine: 2r.2pw-nek hatarérteke. Amde 2pmnek hatira—=a
kériilirt kor keriilete, vagyis 2r%, a masik tényez6 2r allando, kovet-
kezdleg a gomb felszine:

F—=2r 2rz — 4rix.

Latni ebbdl, hogy: két gomb felszine dgy ardnylik eqymdshoz,
mint az illetd sugarak mdsodhatvinyai (négyzetei).

3. A gomblap egyes részeinek felszine.

a) A gdmblapnak két parhuzamos stk kozé foglalt részét
gombiv-nek, a két siklap kolcsonds tavolsagat a gdmbov magassa-
génak mondjuk. Azon esetben, ha az egyik sik a gbmbot érintl, a
két sik kozé foglalt gorbe teriilet neve gombsivey. {gy ha (73. 4bra)
abedef felkdrnek de ive af atméré koriil megfordul, dg és eh egye-
nesek parhuzamos korlapokat, de iv pedig gdmbovet ir le. Ha pedig
ef iv fordul meg af koriil, gdmbsiiveg keletkezik.

A gombiv felszinét megtaldljuk, ha a gomb fokorének keriletet
a gombiv magassdgdaval (m) szorozzuk, vagyis: f=2r=.m.

Mert példdul a de végtelen kicsinynek vett egyenes forgasa
4llal (78. abra) leirt gmbov felszine oly csonka kip palastjaval vehet
egyenldnek, melynek oldalvonala o = de, felette kis magassaga m —
le és igy felszine:

F:d’__g—:‘)—eh . 2% . 0.
Ha a dehy trapéz kozépvonala me, akkor:
dg -+ eh
na2

== %,

tehat: F— mi.2=.0. Minthogy mik /\ o dle /\-hoz, azért:
0 M ==1:Mml,

w

—
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s Igv: . omr
gy mzw—-7,

és a yombov felszine:
F=2rx.m.

E képlet akkor is érvényes marad, ha a gdémbdv magassiga
véges érték, mert akkor a gémbdv parallel sikokkal oly Ovekre
bonthato fel, melyek végtelen kicsiny magassdgiak és amelyek
felszineinek Osszege a véges magassigi gdmbov felszinét adja.
Amde ezen felszineket kifejezs képletekbol 27w kiemelhets s akkor
a zarojelben marad6é végtelen kis magassigok Osszege éppen a
gOomboév véges magassagat adja.

b) A gombsiiveg felszinét vigy nyerjiik, hogy a legnagyobb gimb-
kor keriletet megszorozzuk a gimbsiiveg magassdgdval : F = 2rx . m ;
ha 7 a gémb sugara, m a gombsiiveg magassiga. A gombsiiveget
alapjaval parhuzamosan halad6 sikok segitségével oly gombdvekre
oszthatjuk fel, amelyek felszineinek Osszege a gdmbsiiveg felszinét
adja. Ha ezen gbmbovek végtelen kis magassigai rendre: m,, m,,
Mg, My . . .., akkor felszineik: 2rmmy, 2rmm, .... ezek Osszege:
2rm (my ~=my 4~ . . ), dmde: my +m, 4+ . .. =m, midltal a tétel
beigazolast nyert.

c) A gombkétszig teriilete vgy ardnylik a gomb osszes felszi-
nehez, mint a gimbketszig szige {2) négy derékszoghoz, vagy mint
a gombkétszog szoget mevd kiviv az egész kir keriiletéhez.

7%. Abra. Legyen AMBNA (74. dbra) a kérdéses

A gbmbkétszog. Tegyik f6l, hogy MN iv, mely

] \ MAN gbémbi szog meértékéiil szolgal, a kor

/[ 18 N keriiletével 6sszemérhetd; az egész keriiletet
PLEL CJM t. 1. n egyenld részre osztvan, MN iv m
L ily részt foglal magaban. Tovabba fektessiink

gondolatban minden osztéponton és AB
atmeéron keresztiil egy-egy -sikot; ezaltal a
gomblapot n, a kétszoget pedig m kisebb kétszogre osztjuk ; e részek
egybevagok lévén, AMBNA gombkétszog teriilete (f) ugy aranylik
az egész gomb felszinéhez, (F)-hez, mint m: % ; minthogy azonban :
MN iv: MNPGQ keriilethez =m : n,

tehat : f:F=MN iv: MNPQ = :4R.

Az esetben, ha MN iv és a kor keriilete Osszemérheletlenek,
a sikmértanbol ismert okoskodéssal élve, kdzvetve kell a tentebbi
ardnylat helyességét bebizonyitanunk.

| P
-._\_\._l_'_/
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d) 4 gombkétszig felszine. Minthogy. a gbémbkétszog felszine
figy aranylik a gomb fOlszin¢hez, mint a szoge () 4R-hez, vagyis:
[ drim=0a0: 3600,

, 4riz . ol o
azZeriN——= =

360° 900
o0
Ha =1, akkor f=9—0—0.7r

e) Kizis szogpontis gombhdromszogek teriilete.
Ha a gimb ABCD és AECF két fé kirét (75. abra)
valamely harmadik DEBEF' f6 kir lapjaval dtmet-
sziik, a kizos szogpowtts AED és BEC hdromszigek
gsszes teriilete egyenls az BEC szignek wmegfeleld
gimbléiszog teriiletével.

Mert, a szimmetrikus haromszogek kozt:

AED haromszog = CFB-vel, tehat:
AED -+ BEC= CFB - BEC,

vagyis : AED 4 BEC= EBFCE gémbkeétszog teriiletével, mely-
nek szoge: BEC.

f) A gombhdromszog €s a gomb felszinének ardnya. A gimb-
hdromsziy felszine vgy ardnylik a gombehez, munt szigei Osszegének
2R-en feliil vett foldslege nyole derékszoghoz.

76. abra. Legyen ABC (76. abra) a kérdéses
B " gbmbharomszog; egészitsiik ki AB ivet teljes
%\ fo korreé, tovabba hosszabbitsuk meg AC ¢és
|

S| BC iveket addig, mig az emlitett {6 korrel
\/ mésod izben talalkoznak. Latnivalo, hogy :

i JE ABC - BCE haromszog = A gimbkeétszoggel
P = ABC-UED), ¢S =B «
és a fontebbi ¢) pontndl fogva :

ABCH DCE haromszog = C gdmbkeétszoggel ; Osszeadva e

harom egyenletet, lesz:
3.ABC+(BCE+ ACD -+ DCE)=A + B+~ Ckétszogek 0sszegével.
Amde: ABC -+ BOE--ACD +- DCE a {élgomb felszinével, 1/, F-el
egyenld, tovabba :

0
A keétszog — ffi . F: B kétszog=— ZT% . F: O kétszog= %R I

. Tl Rt
2| ABO 3, F—=tIL 7,




73

vagyis: 2.ABC— “—tfz’%ﬂ oF— 1/, F,
ABC—F (“ = B_"gl‘g - QR),
e ABC _ at-p4y—2R
tehat 7= 5k

A gombharomszog felszine tehat (« 4 £-v) — 2R kiilonb-
ségtol fiigg, melyet gbmbi, vagy szferikus [oloslegnek mneveziink.
g) A gombhdromszig teriilete. Minthogy a gdémbharomszog terii-
lete (f) ugy ardnylik a gomb felszinéhez, mint a szferikus f6losleg
8 IB-hez, azért:
frdrin=(u-+E-4v—180°:8 R

kovetkezésképen :

f=ters ol i)
Ha r=1.f=- 1800 (e 48—y — 1809,

minthogy WO” nem egyéb, mint az 1°%nyi iv hossza, ennélfogva

az egységsugart gombon a gimbhdromsedy (eriilete annys, mint
twmértékben kifejezett gombi foloslege.

4. Ha valamely szabdlyos 2n-sziget a felez dtmerd koriil
360%-nyira megforgatunk, a leirt forgdsi test kibtartalma annyi,
mint a sokszigbe irt kir teriiletének és a forgdsi tengely kétharmad
hosszdnak szorzata.

77, R Legyen abedef (77. 4bra)
a szabalyos 2n-szog félkeriilete,
melyet af atméré korill meg-
forgatunk.

Mindenekel6étthatirozzuk meg
a bek kozépponti haromszog koriil-
forduldsabol szarmazott test kob-
tartalmat, melyet roviden (bek)-val

jeloliink.

Hosszabbitsuk meg bec-t g-ig, ahol a forgasi tengelyt &tmetszi,
tovdbbd huzzuk meg b és ¢ pontokbol a tengelyre bk és ¢t
merdlegeseket.

(bek) test térfogata annyi, mint a gck és gbk haromszégek
koriilforgasabol eredd testek kiilonbsége, azaz:

(bek) test==(gck) test— (gbk) test.



~1
H~

Azonban :
(gck) test==(ger) test - (kev) test—
—teitm gi-Fietnak=
=1 il w. gk
Tovabba:

(gbk) test=(gbh) test - (kbh) test =
—=3bh2m. gh -+ bRAw. hk.=
=1 bh =. gk.

Tehat (bek) test =1%ci? w. gk — $bhiw. gk =

— % 9% (ci2 — bh3).

Amde ¢i® — bh2= (¢i +bh). (ci— bh); tovabba, ha be oldal
felez6 pontjabol (I-bdl) af-re Im merdlegest boesatjuk és b ponton
keresztill ugyanazon af-hez bn pérhuzamost vonjuk :

(ci - bh) = 2.1m, és (01— bh) =cn, tehat:
(012 — bh?) = 2.1m. cn.
Kovetkezésképen :

(bek) test=7%%. gk.lm.cn.
Minthogy tovabba glk /\ o bne /\ (miért ?), tehat:
. gk:lk=bc:cn és:
gk.en==1k. be. :
Hasonlo okbol lkm /\ o> ben /\, tehat :
Ik :lm==bc:bn és

k. bn =1Im. be.
Kovetkezdleg :
(bek) test=1%m. k. Ik, bn.="%m. lkrbn=
= 3 lk=. ha.

Azonban Uk a sokszogbe irt kor sugara és Ik2 . = ugyane kor
teriillete ; bn, vagy hi pedig nem egyéb, mint be oldal vetiilete a
forgds tengelyen. Ennélfogva a bek haromszognek koriilfordulasabol
eredt test kobtartalmat megtalaljuk, ha a beirt kor teriiletének 3-at
az illeté oldalnak a forgasi tengelyre vonatkozo vetiiletével meg-
szorozzuk.

Ugyane szabaly szerint hatdrozzuk meg az (abk), (cdk), (dek)

stb. forgasi testek kobtartalmat is.

(cdl;) testre mézve, hol cd || af tengellyel, ezt konnyll kimutatni; (abk)-ra
nézve, a kifejtés valamivel hosszabb ugyan, de mégis egyszeriibb, mint (bck)
testre nézve.
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Mindezen forgasi testek Osszegébdl szarmazik, hogy :
(abedef) test térfogata=—3$UkPm (ah-+-hi4ik—+ ... )=
=tk . af,
vagy, ha lk=yp, ugy abedef =% ¢’ . af.

Latnivalo egyszersmind, hogy: a szabdlyos 2n-oldaldi sokszig bdr-
melyik cikkének (példaul bedk-nak) a soksziget felezd dtmérd kiril vald
kériilforduldsdbdl szdrmazott test "kibtartalmdt is dgy taldljuk meg
hogy a beirt kir teriiletének 3-dt az 1lletd keriiletrésznek (bed-nek)
a forgdsi tengelyen vald vetiiletével megszorozzuk.

5. A gomb kibtartalmdt megtaldljuk, ha felszinét a sugdr har-
madrészéuel megszorozauk.

Ugyanis, ha a félkérbe, amelynek koriilforgdsibol a gomb
szirmazott; valamely szabalyos 2n-szognek fél keriletét irjuk, az
ennek koriilfordulasa altal tamadt test kobtartalma a {ontebbiek
szerint: K=31k*%.af, ahol Tk a sokszogbe irt kér sugarat, af a
forgasi tengely hosszat jelenti.-

Tudjuk tovabba, hogy a beirt sokszog annal kozelebb simul
a korhoz, kovetkezéleg K is annal kevésbbé kiilonbozik a gomb
térfogatatél, minél tobb oldala van a sokszognek. Minthogy pedig
a kor és a beirt sokszdg kozt a kiilonbséget a sokszdg oldalainak
kelld szaporitisa altal barmely parinyi mennyiségnél lejebb szallit-
hatjuk, ennélfogva a gomb és az emlitett forgasi test kozott 1évo
kiillonbséget is oly paranyiva tehetjilk, amint akarjuk. Mas szoval, a
gimb kibtartalma a beirt testek térfogatinak, vagyis 31k . af szor-

zatnak a hatarértéke ; amde lk-nak hatira a gdémb sugara (v), of
pedig allandoan = 27, tehat :
a gdmb kobtartalma : 572w 2r =5 r.

E keplet szerint: a) Ket gomb térfogata dgy ardnylik egymds-
hoz, mint sugaraik harmadik hatvdnyas. J

b) A gimb kibtartalma kétszer akkora, mint a vele egyenld
Gtmérdjii és magassdgd kiépé (vagyis azon kupé, melynek alapja a
gomb f6 korével, magassiga a gémb 4tmérdjével egyenld). Ugyanis
az ily kup kobtartalma $7?m.2r=3+%%, és ez a gbmb térfogatd-
nak fele.

c¢) Tovabbé : a henger kibtartalma hdromszor akkora, mint a
vele eqyenld alapi és magassdgi kupé.

Eszerint a szobanforgé kup, gobmb és henger kobtartalma ugy
aranylik egymashoz, mint 1: 2: 3. (Ezen tételt Archimedes talalta fol).




Az dres gimb, vagyis két koncentrikus gomblap altal hatarolt
test kobtartalmat ugy talaljuk meg, hogy a killsé gomb kobtartalma-
bol kivonjuk a belsé gombét. Ha tehat B a kiils6, » a belsé gémb
sugara, ugy:

K:%w (Rﬁ—rs)zg—n (B —7) (R2+ Rr+r),

6. A gimb egyes részeinek kobtartalom-sedmitdsa.

a) A gdmb azon részét, mely egy korcikknek (pl. akb-nek a
77. &braban) egyik hatarsugara (ak) koril torténé fordulasdbol
keletkezik, gombeikknek (szektor) nevezziik. Ennek térfogatat akkép
szamitjuk ki, hogy a megfeleld gombsiiveg felszinét a gémbsugér
1/.-val megszorozzuk, vagyis:

a gombeikk kobtartalma: =2r=.m.3r=2%r*=.m, ahol m
a gbmbsiiveg magassagat, » a gdmb sugarat jelenti.

A fontebbi képletbél latnivalo, hogy: a gombeikk kobtartaling oly kidp
térfogatdval ér [6l, melynek alapja o gombeikk stivegje, magassdga a gomb sugara.

b) Minden metszoésiklap a gombot két szeletre (szegmentum)
osztja. Minden gombszeletnek egy korlap és egy gombsiiveg a hatara.
Kobtartalmat nyilvan ugy talaljuk meg, hogy a megfelelé6 gémbeikk
kobtartalmabol kivonjuk azon kup térfogatat, melynek alapja a
gombszelet alapkore, esticsa a géomb kozéppontja.

A gémb sugarat r-rel, a gbmbszelet alapkOrének sugarat (ci-t
a 77. adbraban) p-val, a gombszelet magassagat (ai-t) m-mel jelol-
vén, a gombszelet kobtartalma ==3r2n.m — 5(r — m)e?x.

Minthogy a sikmértan szerint :

cit=ai.if =ai (af — av), vagyis o*=m (2r — m),
tehat, a gombszelet kobtartalma = $rin . m — $m (r — m)m (2 — m)

=l [Qmﬂ — (r—m) (emr — mz)] , tehat:

a gombszelet kobtartalma=1%=m? (3r — m), (=)
vagy:

M.

3

. PIY
azaz - .Mn Y
3

a gémbszelet kobtartalma =m?w .1 —

Mit jelent wmer. » 6 mit ’%

Az imént o értékét » és m fiiggvényeképen fejeztiik ki; mint-
hogy azonban r a gombszeleten kozvetlenill meg nem mérhetd,
célszeriibb, ha megforditva » értékeét p és m altal fejezziik ki. Ugyanis,
etk /\ ben (77. abra):

ck? = 12 4 ik, vagyis r2==p - (r — m)?

.




~]
~1

és ebbdl: __tm?
—am

¢s ha a fontebbi (x) egyenletben r értékét helyettesitjiik :
mr

2
a gombszelet kobtartalma : = 5 (924—%), vagy :

miT
T ®).

¢) A gombnek ket parhuzamos kérlap kozé foglalt részét
gombrétegnek (korong) mnevezziik; ilyen példiul az EFG és HIK
(78. abra) parhuzamos korok kozé esd gémbrész.
73. dbra. A gbmbrétegen a két koérlap atmerojet
(vagy sugardt) és a réteg magassagat mérhet-
Jik meg. Ez adatokbol kobtartalmat kovetke-
zOképen hatarozhatjuk meg. Minden gémbré-
teg két gbmbszelet kilinbsége gyanant tekint-
hetd. Legyen a gomb sugara AC=r (78.
5 i dbra), a kisebb gombszelet magassiga AF —
\\h/ =m,, a nagyobbiké AJ=m,, a kisebb kor-
lap sugara EF=p,, a nagyobbiké HJ= o,
a gbmbréteg magassiga FoJ=m. Akkor a megel6z6 pontban kifej-
tett () egyenlet alapjan a gbmbréteg (K) kobtartalma :
K =4nm3 (3r — my) — dnm? (3r — my),

)

= 9[1 (mi — m3)— i (m} -mfj)];
vagy minthogy my — m; = (my — my) (my - mg) = (m; 4 m,) és
m; — my = (my — my) (m; 4 mymy +m?2) = My - m3),

1
. m: 4+ mym mE
azért: K=mm (mlr 4 mgr — 2 ot i3— 2t )

Mmthogy EF?—= AF . FB=AF(AB — AF), va gyis:
05 == My (2r —m,) €s szintugy p; =m, (2r — m,), vagy:
ey =2rmy — m; és g} =2rm, —m;,

2 2 2 2
mibél : myr = £2 _; LT myr :% ;
ngsgt: K (P00 D0 [ ity i)
. 3 ,

4

et ﬁ_m(gp‘i -+ 302 + m? — 2mymy »mf)
=T 36t 801 + 0, — mp vagy:

mm

’=? 3 302 -+ m?).
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Hetedik fejezet.

Gombharomszog-meértan.

(Szferikus trigonometria.)

BEVEZETES.

Amint a sikhiaromszogmértan az egyenes vonali haromszig
megfejtését targyalja, ugy a gombhdromszig-mértan a gombhdarom-
szog meglejtésével foglalkozik, azaz a gombharomszog harom
ismeretes alkotorészébol a tobbiek kiszdmitasara tanit.

Mindkettének alapja: a szogmértan. Lényegileg abban kiilon-
béznek egymastol, hogy a gdmbharomszog-mértanban  kizardlag
szogmértani szimok (szOgfiiggvények) szerepelnek ; ellenben a sik-
haromszdég-mértanban nemcsak szogmérd, hanem hosszusagi szamok is
fordulnak elé. Ugyanis tudvalevs, hogy minden gombharomszognek
egy haromélii testszog felel meg, amelynek csicsa a gomb. kizép-
élszogel z : x ., oldalaival .

°¥ a gbmbhéaromszig megfeleld s meér-
lapszogel szOgeivel
tekre nézve tokéletesen megegyeznek. A gémbharomsziog oldalai
tehdt oly szigméré korivekiil tekintendék, melyeknek sugaraik a
hossztisag egységével egyenlok.

pontja, és

35. §. A gombharomszog alapegyenletei.

Legyen 4BC (79. 4bra) valamely gbmbhdromszog. Oldalait
a-, b-, c-vel, az utobbiakkal szemben 16v6 szogeket pedig megfeleldleg
a-, p- és y-val jeloljik. A gbmb kozeppontja: K, sugara: AK=—
BK — CK —1. Eszerint a gémbharcmszognek megfeleld haroméli
testszog: K (ABC).

Hogy a haromszog alkoto-
részei kozt 1évo kapesolatot kifir-
készhessiik, 4 szogpontbol BKC
sikra AD merdlegest bocsatjuk,
és ennek D talppontjabol BK- és
CK-ra DE és DF mertlegese-
ket vonjuk, azaz DE ] BK, és
DF L CK. Tovébba az E és I
pontokat 0Osszekdtjiik 4 ponttal
EA4 és F'A egyenesekkel. lly modon

79. abra.
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ADE és ADF két derékszogii, egyenes vonald hiromszog keletkezik,
amelyek a gdémbharomszig 8 és v sz0gét tartalmazzak.

Ugyanis DE egyenes nem egyéb, mint AE-nek vetiilete KBC
sikon ; hasonlokép DF' egyenes AF-nek vetiilete ugyanazon a sikon.
Minthogy BK sugar AE-nek vetiiletével derékszoget alkot, tehat,
ismeretes tantételnél fogva, AE-vel is derékszoget alkot. Hasonlékép
UK sugér is merSlegesen all AF egyenesen. Ennélfogva AED szig
csakugyan ABK és BKC sikok hajlasi szdge, vagyis AED & — 8.
Epen ugy AFD X =1.

Mar most AED /\-ben:

AD=AFE sin b8,
dmde AEK N\-ben: AE=sinc, mert AK =1, tehat:
AD=sinc sinp.
Mésrészt AFD /\-ben :
AD = AF. siny,
és AFK /\-ben: AF==sinb, tehat:
AD =sinbsiny.

Kévetkezéskép :

stn b. sun ¢ = sin ¢ sin P
Az utébbit még igy is irhatjuk;
smb:sime=simp:siny. I
Hasonlokép: sina: sinb=sina: sinp.

Osszefoglalva: sina: sinb: sinc—=sina: sin@: sin 7
azaz: manden gémbhdromszigben az oldalak sinusai a szemkizt fekvi
sz0gek sinusaival egyenld ardnyiak. (Sinus tantétel.)

Ezen tétel akkor is érvényes, ha az oldalak vagy szogek nagyobbak 900-n4l.

80. 4abra. Huazzuk a 80. dbréban EG ||
A DF é DH || CK egyeneseket.
i\ Minthogy: FK=—GK -+ FG (¥
/ / :l‘\\ és: FK= AK. cos b==rcos b,
L = g i \ GK = EK. cosa,
ﬁ%}h x: ?Ej B EK=AK. cosc==cosc,
K i /f,:;/,—;i"' tehdt GK = cos a cos ¢,

Gk tovébba : FG— DIH.
F - ]
\é amde: DH— DE. sin DEH —

= DE. sin a (miért ?),
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é6s DE=AFK. cos = AK. sinccosf,
vagyis DE=sinccosf; tehat:
DH=FG= sinccosBsina,
kovetkezoleg a (*) alatt taldlhaté egyenletbdl lesz:
cos b==cos a cos c +-sinasin ccos )
hasonioképen : 08 a == 608 b ¢os ¢ - stn b sin ¢ cos ? 11.
008 ¢ == ¢0s @ cos b | stn a sin b cos y
Ez a gbombhiromszogtan masodik fd képlete, mely szerint:
minden gombhdromszigben bdrmely oldalnak cosinusa annyi, mint a
mdsik két oldal costnusainak szorzata, hozzd adva ehhez az utobbi
oldalok stnusarnak és a kizbefogolt szig cosinusdnak szorzatdt,
Alkalmazzuk most e tételt a megfelelo sarkhdromszigre, mely-
nek alkotorészeit vesszdvel megkiilonboztetett betiikkel jeloljiik, akkor :
cos &' == cos b’ cos ¢ +sin b’ sin ¢ cos o
cos b’ = cos &' cos ¢’ 4~ sim o sin ¢ cos
cos ¢" == cos a’ cos b’ 4~ sin a’ sin b’ cos .
Minthogy a gémbharomszog és sarkharomszogének alkotorészei
kozott a kovetkezé kapesolatok allanak fent: '
@ =180° — a, b’ = 1800 — B, ¢ = 180° —- ¥,
ol = 1800 —a, ' = 180° — b,v' = 180° — .
azért :
c0s (1809 — x) = cos (180° — ). cos (180° —v) + sin (180° — p).
sin (1800 — ). cos (1800 — a),

vagy:
— €05 o =08 (3 C0S Y — SiM [3 SiN ¥ 08 ,
(5 2
€08 o= — c05 [5c0sy -} 511 [ stm y cos a )
hasonloképen : cos § = — cos «cos y | sin asinycosb \ 111,
€08 v = — €08 o €0S 3 - stn % s2m B cos ¢

FEz a haromszog-mértan Ill-dik f6képlete. (Szavakkal kifejezve ?)

Ha a II. szamu egyenletek kozill a cosa=cosbcosc-|+
sin b sin ¢ cos « egyenlethe cos e értékét a II. csoportbeli egyenletek
koziil a harmadikbol helyettesitjik, 1gy a miiveletek végrehajtdsa
és kell Osszevonds utdn lesz:

cos @ stn? b==sin a sin b cos b cos y - sim b sin ¢ cos o ;

az utobbi egyenletet sin a sin b-vel elosztvan:
sim ¢
sina

cotg a sin b= cos b cos y + €08 o

——
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és mert: SUN ¢ sy
sma  sina

, kovetkezoleg:

cotg a sin b ==cos b cos y -} sin y cotg « vagy :
c0s b cos y == sim b colg a — sin y eoty a.
E képletet a betiik kell6 folcserélésével hatféle modon irhat-
juk fel, u. m.:
€08 b cos y == sin b cotg a — siny cotg o
¢0s b cos o == s1n b cotg ¢ — sin o cotgy
€08 € 608 & == sum, ¢ coty b — sim a cotg B
€08 ¢ €08 3 == s1m ¢ oty a — sin f cotg «
€0S @ €08 B == sim a coty ¢ — sin 3 cotg y
€08 @ cos Y == sum a cotg b — siny coty f.
Az I, I, IIL. és 1V. alatt taldlhato egyenletek &ltaldnosak s
igy minden gdmbhiromszigre érvényesek.

1v.

36. §. A derékszogli gombharomszogek megfejtése.

Minthogy a gémbharomszogben a szogek Osszege ket és hat
derékszog kozott valtakozhatik, ennélfogva a gémbhiromszognek
nemesak egy, hanem két, s6t mind a harom szoge is lehet derékszog.

Ha mind a hérom szog 90°, az oldalak negvedkorok; ha ket
sz6g 90°nyi, akkor az ezekkel atellenes oldalak negyedkorok, a
harmadik oldal pedig meértékére nézve megegyezik a szemben 16vé
szbggel. (Miért?) Az utébbi esetekben teh4t nincs mit szamitani;
ezért a derékszogli gombharomszogek koziil csak azokat targyal-
juk, amelyekben egy derékszdg van.

Minthogy a derékszogén («==909) kiviil még két alkotérész-
nek kell ismeretesnek lennie, énként kévetkezik, hogy a derék-
sz0gii gombharomszogeket megfejtd egyenletek mindegyike harom
alkotorészt foglal magaban; minthogy tovabba 6t mennyiséget
10-félekép lehet harmanként osszekapcsolni, azért minddssze 10
egyenletet kell kifejteniink. Kzeket a megelozé § dltaldnos képletei-
b6l szarmaztatjuk le. Evégbol az idézett képletekben «-t 900-nyinak
tessziik, akkor swm « helyébe 1-et, cosa helyébe 0-t és colg a
helyett O-t irunk.

Az 1. alatt 16v6 mésodik és harmadik aranypérbol ekkor:
sin b=swm a sin L. (1)
SN C==SIN & sIn . (2)

Abel-Eévay-Polikeit - Mértan 11 rész. 6
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A IL szamu egyenletek kozéps6jébol:

cos a==co0s b cos c. (3)

A I szamu képletekbol :
cos a==cotg B cotg v. (4)
cos f=sin y cos b. (5)
cos y==stn { cos c. 6)

Végiil a IV. szamt képletekbol:
cos y==tg b cotg a. (7
sin b=cotg v 1g c. (8
sin ¢ = cotg B tg b. 9
cos B=tg ¢ colg a. (10

E 10 egyszerii és kényelmes egyenlet alapjan menden derck-
szigii gombhdromszig megfejthetd.

A szoban forgé egyenleteket hasonlosiguk miatt bajos volna
emlékezetben megtartani; ezért Napier két egyszerii gyakorlati
szabalyt gondolt. ki, amelyek segélyével a fontebbi 10 egyenletet
minden nehézség nélkiil azonnal leirhatjuk. Ugyanis, a derékszogii
gombharomszogben a derékszogon kiviil 6t alkotérész van; ezek
kozill az egyiket (pl. b-t) kozépsi-nek es a kozvetleniil mellette fekvo
két részt (c-t és y-t) scomszédos részeknek, a hatralévé két részi
pedig nem szomszédos részeknek nevezhetjilk és a fontebbi egyen-
leteket a kovetkezd két szabaly altal fejezhetjik ki, megjegyezvén,
hogy a befogék helyébe a megfeleld pétloszigek teenddk.

1. Minden kizépsé rész cosinusa annyi, mint & két szomszé-
dos rész cotangenseinek szorzata. 2. Minden kbzépsd rész cosinusa
anmyi, mint a két nem szomszédos rész sinusarnak Se0rzata.

E két szabaly helyes, mert a fontebbi 10 egyenletre vezet.

A derékszogit haromszdgek megfejtésénél a kovetkezd 6 eset
fordul eld :

1. A derékszogon kiviil ismeretes a két befogo: b és e

2. az atfogo a 6s egy befogd b;

3. egy befogd b és a vele szemkdzt leve szog B;

4. egy befogo b és a mellette 16v0 sz08 7

5. az atfogo a és egy hegyes sz0g (.
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6. a két hegyes szig { €s y; keressiik minden egyes esetben
a 10bbi részeket. — A megfeleld képletek a kovetkezok :

| Adott reszek 'Keresett reszekl Megiejté képletek
| T a "~ cosa —cos b cose
a=900 &, ¢ ¢ I coty B = cotg b sinc
T cotg Y == cotg ¢ sinb Tl
T . cos ¢ — (950
. ‘ " cos b
«=90° a, & | B S sin b
sin a
cos Y =cotga tgb
i 1 . sin b
| u S ¢ == —
| " sin i
a=90°, 5, § ‘ ¢ sin ¢ ==tg B coty b A
. |
stn y = £ @
) = (ot =
L i @ cotg @ == cotg b cosy
a=909 5, v | c g c==sinb tgy
| # u cos [ ==cosb siny _
b sin b =sina sin |
a=Y0% a, § ¢ tgc—tga cosf |
Y oty Y ==cosa ty s
7 008 @ == coty [ coty y
: cos f3
I 208 b == ot
a=90° & v addh siny
[ 2 cos ¢ =257 :
I sin 3

E hat eset kozti! a harmadik #étes. Ebben t. i. az atfogd a sinus-fiigg-
vény dltal van meghatirozva; 4mde egyazon pozitiv sinusnak két kiilon-
boz6 (egy hegyes, meg egy tompa) szog felel meg; ez esetben tehat — egyéb
korlatold kortilmények hidnyaban — a megfejtés hatirozatlan, azaz két kilon-
boz8 haromszdget eredményez.

37. § A gombharomszogtan f@képleteinek atalakitasa.

A gbmbharomszogtan f6képletei koziil csak a sinns-tétel alkal-
mas a logaritmusokkal valé szamitdsra; a tobbit e célra még at
kell alakitani. Az 4talakitasok a sikharomszogmeértani &talakitisok
mintdja szerint néhany ismeretes szogmértani keplet segitségével,
vagy valamely segédszog folvételével végezhetok a kovetkezoképen :

1. 4 gimbhdromszig hdrom adott oldaldbsl hatérozeuk mey
valamelyik sziget, pl. o-t

A 1L szamu kepletnel fogva :
c0sa—cosb cose
s —-——-—"— """

stnb since

6*



A szogmértan szerint :

1+ cosoc .o 1 —cosa
—2—__‘/ =% szo@~~_V 5

helyettesitvén cos a-nak fontebb1 értékeét :

cos @ — cos 05 b cos ¢
cos == 1 — :
V + simb b sm ¢ s,
cos a —cos b cos @
em .= “sin b s ¢
vagy - sm bsinc + cos a— cos b cos ¢ c
cos ==
T 2simbsine,
sm / sin b sim ¢ — cosa —-|— cos 05 b cos c
V Dsinbsinc

dmde a szogmertan 1smert kepleteinél fogva:
cos b eos ¢ — sin b sin ¢ ==200s (b -+ ¢),

cosbcosc—}—smbsmc cos (b—¢€);

tehat : % cos a — cos (b +c)
cos—=—=F/ —5
2 2 s b sin ¢

sm ‘/cos(b~c —o0sa

2 sinb simc
Tudjuk tovabba, hogy :
cosa—cos (b-+-¢)=2sin} (b-+fc ca)sing (b0~ @)y
cos(b—¢) —cosa=2sin}(@-4+b—c) )sin ks (@a—b--0),
kovetkezésképen :
o ‘/QS@nl(b+ —l—a)smg(b—}—c——a/
CO08 =—— 7
2 2smbsmc
sin e [ 2sin}( (a+b—o)sink 3@—b+09)
2 9simbsinc
Rovidség okaért legyen-
a-b-c=2s, ebbdl folyolag :
bltc—a=2(s—a),
at-c—b=2(s—b),
at+b—c= 2(s~c)'
X b /sms s (s—a)
COSone l "~ sinbsinc

sm_‘=1/sm (s— b) sm(s__c)
2 “simbsine

ekkor :

'
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Eszerint az « sz0g meghatirozisdra két egyenletiink van.
Hasonlékép erednek :

B o smssm(s—b)
oo

SUN @ SIN ¢

E /sm (s —a)sin (s — c)
g l/ sina sin e
e /sm 8 sm‘(i—_c)

g l sinasinb

SO e Y AN S ),
2 st asinb

2. A gombhdromszog hdrom adott szogébil szamitsuk ki vala-
melyik oldaldt, pl. a-t.

A IIT) szamu kepletek elsejébdl onként kovetkezik, hogy :
; cosa_cosa—{—cosqcos Y
sen B sem vy

L Ez egyenlet ép tgy alak1that0 at, mint az el6bbi, az eredmény:

a 003§ (ay — foost (s p—7)
U5 st fsiny
smv_l/_ml atptvcost Bty —a)
sim [ sin y
Rovidség kedveeért (oc—i—@-}—y -t 205-val jeloljitk, ekkor:

cos (6 — ) cos (s — y)
i sin B sy
sm a ]/ / — 08 G cos (s —_o_c)

sin ) sin Y

Hasonléképen :
cosll 1/ c0s (6 — . cos(c—y) )
2 SN o Sin Y
b — 608 G €0S ( a—p) ;
SIM 5 =

238 SUM o SIN Y

cosg—l/ cos (6 —ajcos (s —B) |
2 st o $1M 3

c l/ —cosccos(c—7)
sm__ — .
S1n o s
3. 4 gb’mbhawomszognek két oldaldbol (pl. & és c-bbl) s a

kozbefogott szigbdl (a-bol) hatdrozzuk meg a harmadik a oldalt.
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A Kkeresett oldalt a kovetkezd egyenletbdl talaljuk meg:
c0s @ == 08 b cos ¢ - sin b sum ¢ 60s .

Az egyenlet jobb oldalin 1évd kéttag kifejezést segédszog fol-
vételével egytaguvd valtoztathatjuk. Evéghdl a fontebbi egyenletet
ily alakban irjuk:

cos a==cos b (cos c |- tg b sin ¢ cos o).

Minthogy a tangens fiiggvény minden érték felvételére képes,
feltehetjitk, hogy van olyan ¢ sz0g, melyre nézve:

tg b cos w=1g o, ekkor:
cos @ = cos b (cos ¢+ sin ctg ¢) =

. sin
=05 b (cos c-+sime q’) ==

c0s @
L e pliscoosp L amosng
08 ©
=cos b o (C:CP—).
€08 ©
o) )
tehat : 0§ a:?OSiCLS(C___‘P_) }
08 @
ahol : tgo =tgbcosx J

cos ¢ cos (a—Y) )
cos Y
ahol : lgy =tgccosp. i
sth.
4. A gimbhdromszig ket ismeretes szigebdl (pl. ¢, &) és a koztitk
fekvd oldalbdl (c-bil) hatdrozeuk meg a harmadik y sziget.
A keresett szoget a kovetkezd egyenletbdl tudjuk meg:
c0s = — cos % 005 B - sin sn B cos c.
A fontebbi modon : :
cos y = cos o (—cos B9 & sim B eos c.)

Hasonloképen : cosb—

Legyen:
tg x cos € == cotg ©,

ekkor: cos y = cos o (suh B cotg ¢ — 008 £,
cos @

—L. — cos
s cos )

= c0s = (st B

1 8 cos @ — o8 [ in 9
= "

== C0S o .
st

-‘—._.-I'I—
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Qruer . - \
tehat : L cos % s (E—9) {

SINQ v
és: cotg o =1tg o cos c. ]

5. A gombhdromszog két oldaldbdl (pl. a- és b-bol) és egy di-
ellenes szogbsl (pl. a-bol) szdmitsuk ki a harmadik oldalt.
A 3. pontban nyert formuldbol:

i (Céb)_cosac@ \'
Y T os b }
és tgo=1tgbcosa j

6. A gombhdromszog két szogebdl (a- és y-bol) és az diellenes
oldalak eqyikébsl (c-bol) keressiik a harmadik { sziget.
A 4. pontban talalt képletbdl :
cos Y s o )
oS o
és cotgp=tgacose.

stn (B —¢)=

J
7. A gimbhdaromszig két oldaldbil és a szemkizt lév szigek

eqyikébdl szamitsuk ki a kizbefogott sziget.
Legyen adva a, b oldal és « sz0g. y-t megtalaljuk a IV. képlet
nyoman a kovetkezd egyenlethdl:
c0s b cos y = sin b cotg a — sin y cotg «.
Ebb6l:  cos b cosy -} sin vy cotg « = sin b colg a, vagy :

cosb[cosy—[—smy~ ]ﬁsmbcotga

Legyen ebben —cgf—b = cotg o, akkor:
c0s b (cos Y - sim y cotg cp) = sin b cotg a,
SIN @ C0S Y~ cos @ sIn Y

sin @
oS b Sf_n_(fﬂ

SN Q

0 sim b
s (y+-¢) =

c0s b— == s b coty a,

= sin b cotg a; tehdt:

cotg asimo,

sin(y—}—go):--—~a =19 b colgasin o l
éstgop=cosbiga }

8. A gombhdromsedg két szigebdl és a szem]cozt lévé oldalak
eqyikébil hatdrozeuk meg a kizbeesd oldalt.

Ismeretes o és B szdg és @ oldal; keressiik ¢ oldalt.
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A 1V. képlet szerint:

cos ¢ cos 3 ==sim ¢ cotg @ — sen {3 cotg o, tehat:
st P cotg o = sim ¢ cotg @ — cos ¢ cos B, vagy :

sim B cotg o = cos [sin ¢ 21 i B cos c]
cos

colg o __C0sQ .
Legyen ebben BoSah cotg o = sin?p-’ akkor:

z . cos
sin ( cotg o ==cos 3 [sm c 5P os c]
s o

UM ¢ €08 P — C€OS € SIN @

o sin
S )
S P
Kovetkezésképen :
st (c — @)= LIPS =19 8 cotg o sth @

tg «
éstg o ==cos 19 o

[

38. & A Delambre- v. Gauss-féle képletek és a Napier-féle
analogidk.

A megelozé cikk els6 hat egyenletébol nevezetes képletek
szarmaztathatok, melyek a gombharomszog mind a hat alkotorészet

magukban foglaljak és gyakorlati szamitdsokra igen -el6nyosen
alkalmazhatok.

A szogmértan egyik ismeretes formuldja szerint:

sin § (4 B) = s % cos %—}— c0s %sm —g—

Helyettesitsiik itt sen —, €08 %, €08 —, SN ?— értekét, az elobbi
§-bol lesz :
sin (e B)___l/é%{(é—— b) sin (s — ¢) sz'_ns_sii(s_-—7))

sinbsine sin a sin ¢ i

+‘/ 1N 8 59 (5 — a) 4/ sin s—a)sim (s——-c)__

“sinbsine SUN @ SIN C

sm sin (s —b) 4-sin (s—a)- ‘/sm $ stn (s—a¢)

sme sinasinb

e

-



Amde az utébbi gyokmennyiség nem eg gyéb, mint cos L
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2
tehat:
S SN (s — a) + sin s—b)
ges (= 8= sim ¢ 2
tovabba sin (5--a) -} sin (s —b) Osszeget szorzattd valtoztatva:
ml(9 —a Lfg— .
Sin%(y'_‘_g):?smg(zs a - b) co;z(a b)cos—;—;
2 stn - €08 -
minthogy : 2s=a-}b6-}¢, tehat:
sm%(.?s—a——b)——sm—z—v
ezen értéket helyettesitve és kellden roviditve, lesz:
$im } (o - ) = C"S?(“c_)cos-;i. (1)
COS?
Hasonlokép ered a kovetkezd képletbél:
Ty el ARSI o
500 % (o — B) = sin 5 008 5 — 008 5 sin 5
az ertekek helyettesitése kovetkeztében :
L (g — 5
sin k(o — B) = f_’ﬁ?_(“c D s % (@)
sin 5
Tovabba helyettesitsiik a szogmértan eme képletében :
. S LS ks U e e
c0s % (24 B)=c¢ 5 5 S g sin g
« B g EN |
€08 55 €08 5, sin 2 . 8s st 5 értékét a 37. § 1. pontjabol, akkor:

cos & (2 ) = S S <m(s—a) SV S SIN (s—b} P
simbsine SIM @ STH ¢
o l/sm (s—b) SN (a——c) E/ s (5—a) sin (s —c)

sin b sin ¢ STH @ SiN ¢
_ sIn s — sim (5—ca) sin (s—a) sin (s—b)
O sim ¢ SUn.a stn b
Az utébbi gyékmennyiség = sin -\ 2, tehat :
Sen § ~— sin (s—¢) Y

cos  (a -+ )= . .sing‘

S €

== =




A szamlalot ismét szorzat alakjaban fejezziik ki ekképen:
2 cos } (2 s—c) sin %

c0s § (- B) = ————— sm%
2 sim — 008 -
2 2
vagy: 1
g cos § (x4 B)= Lidin, :‘;Q sin % (3)
008 -

Szintugy ered cos } (« — B)-nak képletébdl:
ym, L
cos § (x—B)== ‘2@-—?—(”—2_[?) sin —;— (4)
sim 5

A fontebbi (1—4) képleteket Delambre francia mérndk talalta
fol ; azokat igy is irhatjuk:

st % (e B) cos —;— =cos ¥ (@—0b) cos —é—
sin  (a — B) sin % == sin § (a—1B) cos —;—
cos % (- B) cos % =cos} (a-}b) sin jg-
cos § (o — B)sin —g— = sin } (a+b) sin %

\
A haromszog alkotorészeinek ciklikus felcserélése réven meég

nyolc ilyen egyenletet nyeriink.
Gyakorlati fontossdgukat Gauss Frigyes mutatta ki; ezért a németek
Gauss-féle képleteknek nevezik.

Ha ez egyenletekbél —;——t vagy —:g—-t kirekesztjiik, 4 ] egyenlet
szarmazik, melyek a haromszognek csak 5 alkotorészét tartalmazzak.

Jelesen, ha az elobb nyert egyenletek kozil az els6t a 2-ik-
kal, a 2-ikat a 4-ikkel osztjuk, kivetkezd két egyenlet keletkezik :

cos 1 (a—>b 5
(et p) = b oty L
sini(a—b
e = B=2r §a+z$ ooty

Ellenben, ha y-t kiiszoboljik ki, azaz az utolsé egyenletet elosztjuk
az el6tte alloval és a 2-ikat az els6vel, ismét két uj egyenlet szarmazik,
u. m.: i _cos}(a—B) . ¢

tgf(a_‘—b)—_COS%(OC—l—@)tg 2’
smyle—p) ., ¢
2

WEeTY= et
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A haromszog alkotorészeinek ciklikus felcserélése révén még
nyolc ilyen egyenletet nyeriink.

Ezeket Napier-féle analogidknak nevezzitk és ezek alapjan két
oldalbol és a kozbefoglalt szogh6l a masik két szoget, vagy két
sz0gb0l és a kdzbeesé oldalbol a masik két oldalt kiszamithatjuk.

39. § A ferdeszogii gombharomszigek megfejtése.

Az eddigi képletek alapjan barmely gémbhéaromszog megfejt-
heté. A fOesetek a kovetkezok:

I. A gombhdromszog hdrom oldaldbdl kevessiik a szigeket.

Itt a 37. § 1. pontjdban talilt képleteket alkalmazhatjuk.
Azonban pontosabb eredményre tesziink szert, ha a sinus és cosi-
nus helyett a tangens fiiggvényt hasznaljuk. Ugyanis az idézett kép-
letekb6l osztés altal a kovetkezd egyenletek szarmaznak ;

o l/A_sm_ (s—b) sin (s—c)
tg —_— = Y Lo 5 — e
2 s s sin (s—a)
fg_@”:l/ sin (s—a) sin (sﬁ_g)_’ ‘ ezekben :
c2 sus sim(s—b) | gs=a-tbie
tgl:i/ s (s—a) sin (s—b)
2 sins sin (s—c)

Példa. Valamely goémbharomszog oldalai: ¢=70° 23" 42", & — 489 24

16", ¢ =590 38" 27'"; mekkordk a szogek ?

o 70° 23" 42" 8 890 13" 13"
b 48° 24’ 16" s—a 180 49’ 31"
¢ 590 38" 27" s—b 400 48" 57"
95— 1780 26’ 25" s§—¢ 280 34’ 46"
log smn (s—b) | 981534—10 log sin s'f 9°99996—10
log sin (s—¢) | 9°69340—10 log sin (s—a) | 9°50878—10
T 950874—10 ~ 9'40874—10
9'50874—10
=" S
000000 : 2 § o =450
og ty & = | 000000 a = 900,
og sin (s—a) | 950878—10 log sin s| 9:99996—10
log sin (s—c¢) | 9769340—10 log sin (s—b) | 9'81534—10
19-20218—20 9'81530—10
9-81530—10
S e !
19:38688—2¢ : 2
log ty £ B 1 969344—10 i B=26° 16’ 28"
g =520 32" be"

Hagonlékép........ 1 = 66° 20’ 40
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IL. Hdrom adott sedgbdl seamitsuk ki a gombhdromszig oldalait.

A keresett oldalak a 37. §. 2. pontjdnak a képletei segitségével
szémithatok ki. Azonban lehet az elébbi moéd szerint a tangensre
Attérni és a kovetkezd képleteket alkalmazni:

B S __J_— c0s ¢ cos (6—%)

9= cos (s—B) cos (6—y)

y i_ 00 G cos (s—§)

T cos (6—a) cos (6—-) stb.

Plda. Valamely gémbhiromszogben a szogek: o= 1300 48’ §— 60°
27" 10" és y—48° 16’ 50'"; mekkorak az oldalak ?

« | 1300 48 = 1190 46
g | 600 27" 10” s—a_=— 1fo &
Y 480 16" 50" =t = 590 18’ 50"
25 | 239 32 s—y = 710 29 10"
log (— coss) | 969589—10 log cos (s—B) | 9°70785—10
log cos (s—a) | 9°99190—10 log cos (s—y) | 9:50179—10
9:68779—10 I 9:20964— 10
9:20964—10
R if
047815 : 2 La= 600 1' 48"
log tg § a | 023907 o =120 3' 32"

Hasonlélag: 5= 840 4' 40" é&s ¢ = 58° 35' 5"
II. Keét oldalbsl és a kozbefogott szigbil szamitsuk ki a gomb-
hdromszig t0bbi alkotdrészét.

A megadott részek: @, b és y. Az ismeretlen szogeket Napier
képletei segitségével hatirozzuk meg.

c0s§ (@ —b)
tg%(“—l—.@):m coty —}

e a_Smifa—b) g
Ismeretes lévén % (@ —f) és % (a—f), « és [ szogek meg-
hatarozhatok.
A harmadik oldal kiszamitasira a Gauss-féle egyenletek vala-
melyikét alkalmazhatjuk, példaul:

¢ 087(a+b)

CO0S —

2 0057( —l—@)

vagy Napier analogidi koziill a harmadikat vagy negyediket.

coty
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Azonban ¢ oldalt kézvetleniil az adott részekbol is kiszamit-
hatjuk, mégpedig a 37. § 3. pontjaban talalt egyenlet segitségével,
melyszerint :

cos & co8 (b — )
C0S C— ( (P) .
b 08 @
és tgo =tg acosy.
Péda. Valamely gdémbhiromszoghen: o=1120 28’ 5=48° 40’ és
— 76° 38" 20”; keresteinek a tobbi részek.

e | 1120 28' log cos § (a—b) | 992889—10
b 48 40’ log cos t (a+b) | 921458—10
at+b | 1610 & L7H +
a—>b 630 48' 071431
Ry 800 34/ log cotg & vy | 010221 ;s
i (a—1) 310 54/ log ty & («+B) | 081652
by 380 19’ 10" i (eB) | 81° 19’ 30"
)} (a+B) | 8le 19 30" log sin } (a—b) | 9°72299—10
1 (a—B) 340 7' 47" log sin § (a+8) | 99940910
o | 1160 27' 17" L. +
. 8 470 11' 43" 97289010
log cos % (a+b) 921428—10 log cotg § v | 0-10221
=P 1 (a—p) | 330 7 47"
063610
tog sin § Y 9792_,%3——10 1 o= 470 38' 20"
log cos % ¢ | 9:82853—10 c=95° 16" 40"

IV. Két ismeretes szigbol és a kiztik fekvd oldalbol szamitsul
ki a gémbhdromszog tobbi részél.
Az adott részek legyenek «, 8 és c. Az ismeretlen oldalakat
Napier analogiai segitségével” tudhatjuk meg, ugyanis:
c0s § (2 —p) c
P —— t —
(@)=t e ¢ 2
ik st § (o — {3)
g% b)_sm 1 (m+@
Miutan az oldalak fél Osszegét és kulonbseget meghataroztuk,
magat a-t és bt is konnyen kiszdmithatjuk. A 3-ik v szoget ismét
a Gauss-féle egyenletek valamelyikéb('il hatdrozhatjuk meg. Példaul :

I P U % (x4-8) ]
9T s L (a—b) 2%
Azonban a Napier-féle analogidk elseje vagy mdsodika is szolgalhat

e célra.

(S

g

o
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Végiil y szioget kozvetleniil az adott alkotorészekbol is kisza-
mithatjuk a 37. § 4. pontjaban kifejtett képlet nyoman. Ugyanis :
cos o sin (L — 9) )

sim ¢ ] {

itt: cotg o==1g « cos c. )

Példdul. Valamely gombharomszoghen :x=—=95° 34/, =600 14' 30" és

¢ =180 27'; mekkora a y szig;

Itt a keresett szdget kdzvetleniil fogjuk kiszimitani (a legutébbi képlet
alapjan).

log tg o 1-:01116 ()

log cos ¢ 981210—10 () o= §° 32' 36"

log cotg o | 082326 = o= 510 41’ 54"

c0s Y=

log cos « 898679—10 (n)
log sin (B — o) 9-89473—10

8:88152—10
log sin <« 917189—10 (n)
5t ST 1800—y = 590 10’ 30"

log cos Y 9.70963—10 (n) 1 =120° 49’ 30"

V. A4 gombhdromszig két oldalabsl és a wveliik szemben 16vé
szigek eqyikébdl seamilsuk ki a tobbi hdrom részt.

Az adott részek a, b és .

A b-vel szemkozt fekvé (B szoget a sinus tétel segitségével
tudhatjuk meg, melynélfogva :

; sin b sin «
Sty [e=
st a

v szog és ¢ oldal a Napier féle analogidk nyoman nyerheték, ngyanis :
oty L% (a+b)

T e A
sm 7__(@_92 1 (a—8)
T sim o § (a—0b) i

€s:
o st k), )
tg ) COS %_ ((Z __‘B_) tg 2 (a+b)? vagy:

c sin % (oc—I—B)
y szdg kizvetleniil is meghatirozhato a 37. §. 7. pontjanak a kép-
lete segitségével, melyszerint
sin (y+4o0)=1g b cotg a sing,
ahol o segédszidgre nézve ezen egyenlet 4all:
tg o=cos b tga.
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Hasonloképen ¢ oldalt is kozvetleniil kiszamithatjuk az ugyan-
azon §. (b.) pontjiban talalt képlet alapjan: t. i.:
c0s a coS @
cos b
ahol elébb ¢ segédszoget kell meghatarozni a kovetkezd egyenletbél :
tg o =1tg b cos o
Minthogy £ értékét a senus-bol nyertilk, a megfejtés kétér-
telmil, azaz -nak két értéke van, az egyik hegyes- a masik tompaszog.
Mindazéltal vannak esetek, midén e kétértelmiiség bizonyos
korlatole korilmények folytin megsziinik. Mielétt ezen eseteket
tiizetesen targyalndk, a gombharomszogek egy fontos és altaldnos
tulajdonsagat kell megemliteniink, melyet legegyszeriibben a Gauss-
féle képletekbol lehet levezetni. Ismerjiikk a kivetkezd képletet:
c0s % (a4 B) cos—é—:cos%(a—}—b) Wn%
kzen egyenletben tgy ¢, mint ¢ kisebb 180%nal, kovetkezés-

kép cosf2 és sin épozitiv mennyiségek, és ennek kovetkeztében cos &
(x4~ P)-nak és cos } (@} b)-nek szlikségkép ugyanazon eldjelilk van.
Ebbél azutin onként kévetkezik, hogy: ha § (x - @)% 900-nal, meg-

c0s (¢ — @)= s

feleléleg: % (a—}—b)§90°—nz’ﬂ, vagy, ha B—g 180°%-nal, megfelels-
> =

leg (a4 ) % 180¢-nal; szavakkal kifejezve: ha valamely gimbhdrom-

szogben ket szig Gsszege kisebb (nagyobb) 1800-ndl, a wmegfelels ket
dgtellenes oldal dsszege is kisebb (illetileg magyobb) 1809-ndl.

Eléfordulhatnak pedig a kovetkezd esetek:

1. Legyen a-{-b=180° Ezen esetben a mondottaknal fogva:
a8 = 1800, kivetkezdleg = 180° — «, tehat -nak csak egy érteke
lehet, azaz a széban forgé haromszog teljesen meg van halirozva.

2. Legyen a--b<180%-nal. Ez esetben a-} {is<C 1800-nal,
emellett lehet :

A) «=90°; ezen esetben : < 90°,

B) «>90°; ekkor ismét: < 90,

C) x< 90°; itt mér @zlehet 900-n4l.

Az utobbi esetben tehat [ értéke hatérozatlan; de még itt is
két alsobb rendil esetet lehet megkiilonbédztetni. T. i. @ oldal vagy >
vagy < b-nél.
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m) aib; ekkor « is== illetéleg > f-nal; tehat a foltétel kovet-
keztében, melyszerint «-p<C180°, és «<C900-nal, {-nak
okvetlenill kisebbnek kell lennie 90°-nAl.

n) a<b; ezen esetben B nagyobb, vagy kisebb lehet 900-nal,
azaz két kilonbozé hiromszog van, mindketté magéban foglal-
van a, b és o alkotorészeket.

3. Legyen a-b>> 180%-nal. Ekkor « - szintén > 1800-nal.

Tovabba :
A)a=909; ezen esetben > 90%nal.
B) « <C90°; ekkor is B> 909-nal.

C) «>>900; itt mar B lehet 909-nal.

Az utébbi esetben megmt meg kell vizsgalnunk, vajjon @ oldal
< vagy > b-nél.

m) a < b. Ez esetben « szog is megfelelsleg <B, tehat a foltétel
kovetkeztében melyszerint o - £ > 1800-nal és > 90%-nal,
8 szognek is nagyobbnak kell lenni 900-nal.

n) a>>b. Itt «>@-ndl; minthogy pedig «>>900, # nagyobb is,
kisebb is lehet 909-nal, azaz ebben az esetben a héromszognek
két kiilonboz6 megfejtése van.

Példa.Legyen a = 730 48", b = 1120 16’ és o = 419 25’ 20" : mekkora B, yésc?

;09 s?'nb gggggé_ig minthogy iit
0g sin a *82060— Ok 0
S TRETiTD a5 > 180%n4l és « << 909,
logsina | 998240—10 tehat a fontebbiek
== -+ szerint B > 90°%nal,
log sin iy 9°80454—10; azaz [f=140°23' 17",
Y szbget és ¢ oldalt a Napier-féle képletek alapjan szamitjuk.
b | 112016’ B | 140023 17"
a 730 48’ « | 41025'20"
bt+a | 1860 4 ff-o | 181048 37"
b—a ‘80 28’ B—a | 98057 57"
tehat: & (&-+o) 930 2 3 (B4 | 90054 19"
1 (b—a) 190 14 1(p—a) | 49028 59"
log cos % (a--8) 8'72359—10 (n) log cos } (B+2) | 819864—10(n)
log tg & (=) 1-80130—10 (n) log tg § (b4-a) | 1°27580 (n)
105248920 947444—10
log cos § (b—a) 9'97506—10 log ¢os § (3—a) | 9:81269—10
logeotgky | 054983 logtg ke | 966175—10
iy 150 44’ 45" tc| 24039 77
Y 310 29’ 30" c | 49018" 14"
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VI Két sz0gbil és a szemkizt fekvd oldalak eqyikebil keressiik a
gombhdromszog t0bbi részét.
Nevezziik az adott részeket «-, 8- és a-nak; & oldalt a sinus-
tétel alapjan tudjuk meg, t. i.:
SIMPsima

s b= —-=
SN o

Minthogy itt 6 sinus-fiiggvényben van meghatarozva, a nevezett
oldalnak ket értéke van, és a foladat kétfelekép fejthetd meg.
Azonban vannak esetek, mikor csak egy megfejtésnek van helye.
Eloszér is tekintetbe veend6 az V. pontban tett megjegyzés, melyszerint,

> =
ha «— 2 180%-nal, akkor megfeleldleg a6 2 180°.

Méar most lehet, hogy:

1. a4 B=180° Ezen esetben a--b=180° kovetkezdleg
b=180° — a; tehat b-nek csak egy értéke van.

2. a—+ B <C1800-nal. Most, ha:

A) a=90°, ez esethen b < 90°-nal,

B) a > 90, itt is b < 90%nal,

C) @< 909, ekkor mar b lehot 900-nal

Az ut(’)bbi eset, mely egyelére kétesnek latszik, két alsobb
rendii esetet foglal magaban, ugvanis « = vagy < B-nal.

m) o= 6. Ekkor @ oldal is megfelelsleg > b; azonban a fol-
tétel szerin;z<90°-nél, tehat b-nek is kisebbne? kell lennie 900-nal.

n) «<B. Ez esetben a<Cb-nél, és mert a < 90°%-nal,

b Zlehet 90%-nal, azaz a foladatnak keét kiilonboz6 harom-
szog felel meg.

3. Legyen « - £ >>180°0nal. Ekkor a-b is >>180%nal, to-
vabba, ha:

A) a=90°; akkor & > 90°-nal,

B) a < 90°; akkor b > 90°0-nal,

C) a>900°; itt mar bzlehet 900-nal.

Az utobbi (C) esetben meg kell vizsgalnunk, vajjon aé, vagy
> £-nal.

m) o< 5. Ez esetben a<b; és mert @ >>900-nil, azért b-nek
is nagyobbnak kell lenni 900-nal.

_Abel- Eevay-Polikeit : Mértan II. rész. 7
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ny o> It a>> b-nél; azonban a foltétel szerint a > 90°-nal,

kovetkezéskép bz lehet 900-n4l, tehat a jelen esetben az adott
részekbol két kiilonbozd haromszog szerkesztheto.

A ¢ oldalt és v szoget a Napier-féle analogidk alapjdn sza-
mitjuk ki. T. i.:

R LA TGN

_oindletB,
—sm%(a_@)tgﬂa b).
L(a—b
g =ty B =
_smi(a -0 by
Ty §i7a2(a+ b) cotg & («—B)-

Kiilénben ¢ oldal kozvetlenill az adott részekbol is kiszamit-

hato, az elobbi §. utolsé képletei alapjan :
sin (c—o) ==ty B cotg o511 @ ;
itt: 1g p=cos Btgo.

Hasonlokép 7 szdg is kozvetlenil kiszamithato a 37. §. 1. pontja
alapjan. Azonban kényelmesebb a Napier-féle analogidk felhasz-
nalasaval.

Példa. o= 9201'10", p = 600, a = 45°.

log sin B | 993763—10
log sin o | 9'84949—10

978702—10
log sin o | 9°99973—10

log sin b | 9:78729—10
b | 370 47" 20"
Tovabba :
§ ()
i (@—P) | 16° ¢' 35"
log cos & o—f) § 9°38338—10
log tg % {o-td) | 9:94520—10
9'32858 —10
Tog cos } (a—) | 9:98282—10
log tg & ¢ | 9'34676—10
L ¢ = 120 30'
¢ — 250

760 0" 35"

Itt & > B-nal,
tehat ¢ > b6-nél,
de ¢ < 90°-nal, kovet-

zéleg b < 90%-nal.

L

3 (abb) =410 23 40"

i (a—b)= 30 36" 20".
log cos & (a—b) | 999914—10
log cotg § («B) | 939646—10
9:39560—10
Tog cos & (o) | 9-87517—10
fog tg § v | 952043—10

1y = 180 20" 17"

v = 360 40’ 34".

Az V. és VL pontban mondottakbol kitiinik, hogy a gdomb
haromszog megfejtése csak akkor kéfes, ha:
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(oldal) g";:gge%%b% { dtellenes sedy 1
o két adott Osszege m;j]yobb léven 180°-ndl, az adott
(s20y) g Tisebb ; lritellenes oldal J
%myyobb ) : (oldal) gna_qyoi;b ¢
n{;;/efgbs 90%-ndl, és az utébbival szemkizt fekvd nz;z‘fsz @ mdsil;
3 Kisebd ; (s209) 2 Eisebb §
(vldalndl).
adott
(s20gnel).

A t6bbi esetben a foladat vagy meghatdrozolt, vagy épenség-
gel meg mem fejtheti. Az utobbi csak akkor allhat eld, ha az adott
részeket tetszés szerint vélasztjuk meg; mert ha a részek mérés
eredményei, a hiromszog okvetetleniil megfejthetd.

Nyoleadik fejezet.

A goimbharomszigmértan néhany alkal-
mazasa.

40. §. A ferde parallelepipedon, a -haromoldalu hasib
és gula kobtartalom-szamitasa.

I. A ferde parallelepipedon. A hasibféle testek kobtartalmat
agy szamitjuk ki, hogy az alapsik teriiletetét a magassaggal meg-
szorozzuk. Legyen ABC ... H (81. dbra)
8L. dbra. valamely ferdesztgii parallelepipedon ;
ennek AB, AD, AL éleit és a kozbe-
fogott harom élszoget u. m. BAD,
BAE ¢és DAE szogeket ismerteknek
foltételezzilk, szamitsuk ki ezen meg-
hatdroz6 adatokbol a test kdbtartalmat.
Rovidség okaért legyen:
AB=1,, AD=1,, AE=1,,
BAD y=a, BAEg =0, és DAE y =c.
Huzzuk E pontbol ABC alapsikva EP merdlegest ; a parallel-
epipedon kobtartalma :
K=1,.1, sin «. EP (u)
EP meghatarozisa végett hizzuk PQ 1 AD egyenest és kossiik
ossze () pontot E-vel F egyenessel. A térmértan egyik ismeretes
7*
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tantételénel fogva E) is 1 ADB-re. kivetkezdleg EQP szog (vagy
y) DAB és BAE sikok hajlasi szoge. EP() derékszogii haromszigben :
EP=EQ. sin EQP=EQ. sin v,
és HQA /\-ben:
EQ— AE. sin BAE=1;. sin b,
kovetkezdleg :
EP=1,. sin b sin y.

Helyettesitvén EP-nek értekét (u) egyenletben :

K=11,l; sin a stn b sinv. (v)

Az ismeretlen y szbget a, b, és ¢ altal fejezhetjiikk ki. Ugyanis
az A pontban taldlkozo harom él testszoget alkot, melynek egy
gombharomszog felel meg. Az utobbinak harom oldala (@, b, ¢)
ismeretes lévén, a ¢ oldallal szemkozt fekv0 y sz0g is meghata-
rozhat6, mert :

R zl/ sin (s—a) sin (s—b) Y g/ sm 5 sn (5—0)

2 sin a stn b 2 sin a sitn b

ahol's=1% (@ b—4-0);

kovetkezoleg:
vy ) — -

ST Y == 2 SN GC05 == — -~ sin s sin (s —a) sin (s—b) sin(s—0) 5

27792 sin asin b
siny eértékét (v) egyenletben helyetlesitve :
K=—211,1; {sinssin(s — a)sins —b)sin(s —e¢).
Az utobbi képlet nyoman a ferde parallelepipedon kobtartal-
mat az adott részekbdl logaritmusokkal kiszamithatjuk.
Fa Mla=—l0=—=iC,

r

5 : ARy )
K=21011 ‘// sin & asin’y, vagy:

=~ R e
K=2111 sngv 20083§~ 1.

s, ha: a=b=c=90°, azaz a ferde parallelepipedon derek-
szbuive valtozik, K—20 L1, 3 /2 — 1—1,1,/, a mint lennie kell.

. A hdromoldals hasdb. Minden haromoldala hasab oly
parallelepipedonnd egészithetd ki, melynek, alapja €s kobtartalma
kétszer akkora, magassaga pedig ugyanakkora, mint a hasabé.
Eszerint, ha a hasib valamelyik cstcsan psszetalalkozo harom
¢l hosszat 1, l,, ls-mal, a kbzbefogott élszdgeket @, b, c-vel jeloljiik,
a haromoldald hasab kobtartalma:

K — 11,1, {f sinssin (s —a)sin(s — Bsins — o)

—y




[
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II. A haromoldalty gdle. Ez ismét a kozos alapi és egyenld
magassagti hdromoldali hasab harmadrésze; ennélfogva:

K= % Lyl 1/ sinssm (s —a)sin(s ~—b)sin (s — o).

41. §. A gombharomszégmértan alkalmazasa a szabalyos
testek kiszamitasara.

Hogy a szabalyos testek kobtartalmat és felszinét kiszamit-
hassuk, elobb a nevezett testeken eldfordulo él- és lapszogeket kell
meghataroznunk.

Az élszogeket konnyii meghatdrozni. Tudjuk, hogy minden
szabalyos testnek egybevago szabélyos hatarlapjai vannak. Nevezziik
egy ily hatarlapon az oldalak szamdt w-pek, valamelyik szOget
u-nek, 1gy:

= — 1800
n

(2n—4) 90° 3600
&P

A lapszdgeket, vagyis a hatiriapok hajlasi szogét, a gdmb-
haromszogmértan segitségével szdmitjuk ki.

Tudvalevé, hogy a szabalyos test testszogei egybevagdék. Ha
ecy ily m-oldalu testszog csaesabol, mint kézépponthol, tetszés
szerinti sugarral gomblapot szerkesztiink, ez az m-éli testszog oldal-

82, &bra. lapjait ABD ... m-oldala szabalyos gomb-
s0kszOg alakjaban metszi (82, abra). Ennek
szogpontjai egyazon sikba tartoznak és ugyan-
azon korvonalba esnek, melynek sarkpontjat
a gomblapon A-val jeldljiik. A nevezett sok-
szognek mindegyik szoge (példaul 4BC) a
\ keresett hajlasi szoget v-t képviseli.

A H B ARB, BKC, CKD . . ... gombharom-
szigek egyenldszariak és egybevagok lévén, BAK L —=ABK ¥ =1}

L A R e 200
m

Az utébbi szoget KH korivvel felezvén KH_LAB—re, mert az
AKH gombharomszog szimmetrikas BKH-val. Eszerint A HK harom-
sz0g derékszogii, kovetkezdleg :

cos AKH = sin BAK. cos AH,
cos AKH

SN BAK= E_O:STA—_H_.

tehat .
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vagy a fontebbieknél fogva:

1800 180¢
oS - cos ——-
m m
sin g ; 130° )
€08 008 ———
2 i

A tetraedronra nézve :

m=36ésn=23,tehdt sin §v= 1/ 1;
a kockara vonatkozolag :

m=3ésn=—4, « sim Lk v= 1/—%_—:
az oktaedronra nézve:

m=4ésn=3, « smiv=1q3;
a dodekaedronra vonatkozoélag :

2

G L et e
,'lng/ V1+V_5

m=3esn=5H, «
végre az ikozaedront illetdleg : & -
m=>5, ésm=23,tehatsin §v=13% ]/2 —|—§1/5
" r " v 4 4 . 4
Ezekbdl azutan a megfeleld cos —, tovabba smmv, cosv €S

tg v értéke is kiszémithato. Az utobbiakra nézve kovetkezd vég-
szerit szameértekeket talaljuk :
a tetraedronra nézve cosv= %, tehatv=70031 34

a kockéra « sinv=1, « v=190°

az oktaedronra «  osv==—7%1,« v=109028"16"
a dodekaedronra « tgv=—2, « v=11603% D4
az ikozaedronra « simv=7%, « v==138011"23".

Mar most ismerjilk ugyan az él- és a lap-szdgeket, mieldtt
azonban tulajdonképeni foladatunk megfejtesehez fognank, meég a
beirt és korilirt gomb sugarat is ki kell szamitanunk.

83. abra. A 22. §. szerint minda két
gomblapnak ugyanazon kozos ko-
zéppontja van; nevezzilk e pon-
tot O-nak (83. 4abra); legyenek
tovabba M, N, P valamely szaba-

L lyos test harom szomszédos hatar-
lapjanak megfeleld kozéppontjal.
A koriilirt gomb sugarat »-rel, a
beirt gombét p-val jeloljiik, azaz:

40=BO0=00=...=7

MHO=NO=PO=...=¢




103

Az egyes hatirlapokat bekeritd korok sugarai: AM=—BM

= BN =...=1, az ugyanezen idomokba beirt kérok sugarai
HQP=NQ=—=...=/
OQM N-ben: CQ=1%BC=1%a, MCQ sz26g =4 BOD =1} p. és
i CQM sz6g == 909, tehat:
y = ”——}L espzﬁat!}'
2 GOS8 —2—‘
Tovabba az OMEQ A-ben: OMQ ¥ =909, és OQYM X =5 , tehat :

p=¢" tgg,vagy:

L v
p::%a.tg‘?.tgb—

] tg o
és: Q@i ol 1 s B
1 l 08 l
008 008 =
végill BO®) hiromszogben BEO ¥ =909, tehat:
BO2 = BQ* - O—Qﬁ azaz:
2
a. tq
i
2 cos —

/ (v -2*)

kovetkezoleg : = B 3)
2t Ve
008 -

r-nek ezen értéke sokkal egyszeriibb alakot 6lt, ha g %-t a meg-

felelé cosinussal fejezziik ki és a cosinus helyébe az 1) egyenlethdl
folyo értéket tessziik.

Ugyanis :

e b 3 s
T )

8 co8s v i Co8 e

2 2
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De az 1) egyenletnél fogva :
1800

cos
BRact b m

v
SN —

1800
ey n( ) (06 )
(tg ?) s ( 1800)
cos :
ni
az utobbi értéket helyettesitvén a 3) egyenletben, kelld Osszevonds
utdn lesz:

! a 1800 v
! ? tg —;’L— tg "‘2*‘. 4‘)

Hasonlo alaku g-nak értéke is, ha t. i a 2) egyenletben

ol

helyébe a §. elején talait értékét tessziik, ekkor:
1800 v
o= —2— ooty ——— tg - 5 5)
Mar most jeloljiik valamely szabalyos test hatérlapjal szamat
altaldnosan [-lel, egy-egy hatarlap teriiletét t-vel, a test folszinét £,
kébtartalmat K betiivel; a haromszog-mértanban tanultak szerint:

t—=13mnatg S, vagy :
SISl T
N A R
a? nl 1800
= —

7 coty ol 6)
tovabba tudvalevoleg minden polyeder annyi guléra bonthatd, ahany
hatdrlapja van; mind ezen gulak k6z0s magassiga = p, ennélfogva
a szabalyos test kobtartalma :

K=4%F. o

F és ¢ helyébe az iment talélt értékeket téve:

a2 nl 1800) tg

0 7)

E képleteket az 6t sz&balyoq testre alkalmazvém, a kdvetkezd
szamértékeket kapjuk.
A tetraedront illetbleg:

=T S, ik Ve .
R N S O a, F = ¢3., K__;lga.

== _1
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A kockara nézve:
3 a
7":1—/5—%9:5«, F=6a, K = gt
Az oktaedronra vonatkozolag :
W o= 1122- 0 __1—/—6a 10 =% 1/§.Ia2,1{=l~/3;2a3.
A dodekaedronra nézve :
_V 1846 /5 _V10@ 11y
o 4 ’ p 20
F=3%V 254+ 1095 e, K:E’;ZV 2 g0

Az ikozaedronra vonatkozolag :

_Vi04+2¢5 31/?+7 V15
= 7 S il 0 == (73

? "1

byt 3B VD,
Eddigelé a-t, vagyis az él hosszat mindig ismertnek f5ltéte-
leztiikk ; azonban ha nem @, hanem példdul » ismeretes, akkor
elébb a-t kifejezziik » Altal, és ezutin a értékét a tobbi egyen-
letben helyettesitjiik.

42. §. Geografiai helyek valésagos tavolsagainak a meg-
hatarozasa.

Keressiil:  két helynek foldrajzi  hosszusdgdbdl és szélességébil
egymdstol vald valddi tavolsdgukat.

Legyen M és N (84. dbra) a
két geografiai hely; a rajtok Aat-
mené 6 kornek MN ive a kere-
sett tavolsag. Legyen tovabba P a
fold sarka, 4@ az egyenlitd, PME
vonal M pont, PNC pedig N
pont délkore és APEQ a kezdo dél-
kor, melytdl a hosszusdgokat sza-
mitjuk ; ennek kovetkeztében BC
fv, vagyis az ennek megfeleld y szdg a két hely hosszusig-kiilonb-
segét, MB=9az M pont foldrajzi szélességét, NC=9¢'az N pont
szélességét jelenti.

(84. abra.)
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PMN haromszogbdl ismeretes: PM oldal = 90° — ¢, PN oldal
—900— ¢’ és a kozbefogott sz0g MPN =v; keressitk a harmadik
oldalt, MN-et, a 37. §. 3. pontja szerint :

0 __ o =g
cos MN = il —9) @.—-—»——-——(?O )

cos b

ahol fg ¥==1g(90° — ¢)cos ¥,

el

vagyis : I [
s YN 2mesmld 9
3 cos Y 0
tg &= cotg o cos Y. }

Feladatok a sztereometriahoz.

I. fejezet. A téridomokrol altalaban.

Bevezetés. 1. Hany egyenest lehet a térben fekvoé 4 ponton &t hizni
ugy, hogy mindegyiknek a fekveése meg legyen hatérozva ? '

9. Adva van 2 (7) pont a térben; ezek kozill ¢ (3) pont egy egyenes
vonalba, # (2) egy masik egyenes vonalba, ¢ (4) egy harmadik egvenesbe esik.
Hany kiilonbdz6 egyenes vonal fekvése van az adott pontok altal meghatarozva ?

3. Adva van 4 (m) egyenes és 7 (n) pont a térben. Hany siklap fektet-
hetd ezeken keresztiil ugy, hogy minden sik egy vonalat és egy pontot fog-
laljon magaban ?

4. Hany killonbozd sik fekvése van n (7) adott pont altal meghatarozva ?

5. Hany sik van 0t oly egyenes 4ltal meghatarozva, melyek kozil négy
parhuzamos egymassal 65 az otodik két parhuzamost metsz ?

6. Egy pontbol » (6) egyenes indul ki ; hany sikot hatdroznak meg ezek ?

7. Adett ponton A&t egyenest kell fektetni, mely egy adott egyenessel
parhuzamos.

8. Hany egyenesben metszheti egymast » (5) adott sik?

9. Hany egyenes vonalban metszi egymast » adott sik, ha kozilok
« parhuzamos és » ugyanazon egyenes vonalon megy keresztiil ?

Siklapra merdleges egyenes. 10. Ha két pontbol valamely sikra egyenld
mexrélegeseket bocsatunk akkor ezen két pont és a két merdleges két talppontja
egy derékszogli négyszog négy szdgpontja.

11. Mekkora valamely pontnak tivolsaga . dott siktél, ha a poninak
tivolsaga egy a sikban fekvo ponttél @, és e pont tavolsdga a merdleges talp-
pontjatel 42 ¢=11'38, b= 4°62.

12. Valamely egyenléoldalit haromszig kozéppontjdban a hiéromszog
sikjara merélegesen &ll egy egyenes, melynek hossza b, ezen merdleges felsd
végpontjdnak a tavolsaga a haromszdg egyik szogpontjatél ¢ inekkora a
hiromszog terilete ?
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13. Keressiik azon pontoknak a mértani helyét, melyek két adott ponttd
egyenld tavolsagra vannak.

14. Mi azon pontok mértani helye, amelyek harom adott ponttél egyenld
tavolsigra vannak ?

15. Mi oly pontok mértani helye, melyeknek két adott ponttsl vald
tavolsagaik négyzetei kozt allandé kiilonbség (m?) van ?

16. Mekkora valamely pontnak. a tavolsaga a siktél, ha ugyanazon
pontbél a sikhoz hiizott mas egyenes a mertlegessel = szdget alkot és @ méter
hosszi ? «= 63915, @ — 240 m.

17. Egy pontb6l valamely sikra egy merbleges és egy ferde egyenest
huzunk, melyeknek ardnva @:b; mekkora szoget alkotnak egyméssal?
«: b=23059 : 8944.

Az egyenes vetiilete. 18. Valamely 12 m. hosszG rad hajldsszoge a
sikhoz «=— 80°; mily nagy a rid vetiiletének a hossza ? mekkora, ha « == 362 25'?

19. Mily nagy a 102 m. egyenes hajlasszdge a sikhoz, ha a vetiilete o) fele
az egyenes hosszisaginak, &) egyenls végpontjanak a siktdl valé tdvolsagaval ?

20. Egy ferde egyenes és vetiiletének az aranya @:0; mekkora az-
egyenes hajlasszdge ? «:b=4007: 3114

21. Valamely pont tavolsiga egy siktdl @; a pontbdl a sikhoz huzott
ferde egyenes hajlasszoge ¢; mekkora ezen egyenes? @==6492, ¢=062° 39'.

22. Adott kiils6 pont tavolsiga a sikban fekvd két masik ponttdl a és
b; a két tavolsig vetiileteinek ardnya #:n; mekkora az elsé pont tavolsiga
a siktol? e=—143, b= 157, m:n=11:17.

923. Az 40-—156 m egyenes merdlegesen all az O kozépponti és
r = 4'8m sugart kor sikjara; mily messze van 4 pont a kor keriiletének
minden pontjatdl ?

24. Két térbeli pontnak a siktél valé tavolsdga @ =37 és b= 58m,
a pontokb6l a sikra vont merdlegesek talppontjainak tavolsdga ¢=42 m;
mily nagy a térbeli pontok tavolsiga?

2. Valamely sikt6l @ tavolsagban levé pontbol a sikra két ferde
egyenest hizunk, melyeknek hosszal ugy ardnylanak, mint 0:¢; az egyiknek
hajldsszoge a masik hajlisszdgének a kétszerese. Mekkorak a ferde egyenesek ?
¢=16, b:¢c=17:30.

26. Egy ponthdl valamely sikra huzott két egyenes hossza @ és b,
vetiileteiknek aranya #: 7 ; mekkorak az egyenesek hajlasszigei ? @ — V2 h=1
m:n= V3:1.

27. Az ABC haromszdg oldalai AB—=40m, BC=16m, AC=256m;
mily nagy a haromszég sikjdhoz ferdén -hajlé A szdgpontbol kiinduld egyenes
projekecidjanak a haromszog sikjdban fekvé része, feltéve, hogY az egyenes
AB és AC oldalokkal egyenld szdgeket zar be?

28. Valamely ecgyenes hajlasszoge egy sikhoz 45°; a sikban az egye-
nes talppontjdn 4t egvenest htizunk, mely a térbeli egyenes vetiilletével szintén
450-nyi szoget alkot. Mekkora szoget alkot az a két egyenes ?

29. Egy haromszoég hajldsszoge a sikhoz 45°; mily nagy vetiiletének a

teriilete, ha ismeretes a haromszég két oldala és a bezart szég? a==27m,
b= 43 m, y—=58°26" 10"".
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30, Valamely haromszog vetiilete oly egyenldoldalt haromszog, melynek terti-
lete V50 ;mily nagy a térbeli haromszog teriilete, ha asikhoz vald hajlasszoge 45° ?

31. Mily nagy a ¢ teriiletii hiromszdgnek a sikhoz valé hajlasszioge, ha
vetiilete oly egyenldoldalu hiromszdg, melynek oldala &2 t =116 m?2,b =12 m.

32. Egy egyenloszarh hiromszog « szog alatt hajlik egy sikhoz ; alapja
) parhuzamos a sfkkal; mekkora a hiromszog egyik szara, ha vetiiletének a
teritlete ## «== 380940’ 50", b= 14m, ¢t =360 m2?

33. Mily szog alatt hajlik a sokszog a sikhoz, ha vettilete félakkora, mint
maga a sokszog ?

A sik és a sikkal parhuzamos egyenesek. 34. Ha két parhuzamos
egyenes vonal egyike valamely sfklappal parhuzamos, a masik 1s az.

35. Ha valamely sikra merSlegest allitunk, és erre valamelyik pont-
jaban ismét merSlegest huzunk, az utébbi parhuzamos a sikkal.

36. Ha a siklappal parhuzamos egyenes egyik ' pontjabol merdlegest
hizunk a sikra, akkor az merdleges az elsd egyenesre is.

37. Ha valamely egyenes vonal két osszehajlo siklap mindegyikével
parhuzamos, akkor a sikok k&zos élével is parhuzamos.

38. Mi azon egveneseknek mértani helye, amelyek adott ponton mennek
at és adott sikkal parhuzamosak ?

39. AB egyenes péirhuzamos egy sikkal. 4 pontbdl egyenes indul
a sikhoz, melynek hossza ¢ és hajlasszoge «; egy a B pontbél htizott egyenes
hossza @ mekkora ennek a hajlasszoge ? ¢ = 6392, a == 5447, o = b1° 40",

Két egymast metszd sik. 40. A két sik lapszogét és melléklapszogét
felezd sikok merdlegesek egymadsra.

41. A lapszoget felez$ sik mindegyik pontja egyenld tavolsdghan van
a lapszoget alkotd sikoktol.

42. Legyven a sik egyik pontjabol egy misik sikra bocsatott merdleges
fele az ugyanazon pontb¢l a két sik metsz6 vonaldra hocsatott merdlegesnek ;
mekkora a két sik hajlasszoge ?

43. Hatirozzuk meg a két adott siklaptél egyenld tavol esd pontok
mértani helyét: @) ha a sikok parhuzamosak, ) ha melszik egymast.

44, Keressitk azon pontok mértani helyét, melyek két adott siklaptol
a, illetoleg & {avolsdgra vannak.

45. Keressiik azon pontok mértani helyét, melyeknek két.adott siklap-
161 valo tavolsdgaik meghatdrozott ardnyban allanak egyméshoz.

46. Mekkora o) egy haromszig, ) egy sokszig projekcidjanak a teriilete, haa
haromszog, illetdleg a sokszog teriilete ¢, és sikjanak a hajlasa az adott sikhoz a ?

Meréleges sikok. 47. A sikban fekvd egyenesen at a sikra csak egy
merdleges sikot fektethetiink.

48. Ha valamely behajlé lapszdg élének egyik pontjaban mind a ké-
szhrlapra merdlegest 4llitunk, Ggy, hogy mind a ketidt a lapszighoz Eképest
vagy befelé, vagy kifelé huzzuk, az ezen egyenes vonalak 4ltal bezart szog
a lapszoget 2R-re egésziti ki.

49. Két egymasra merélegesen allé sik kozt levé egyenes vetiiletei e
két sikon @ és b; az a vetillet a két sik kozos élével « sziget alkot. Mekkora az
egyenesnek a két sik altal hatarolt része és mekkora szdgeket alkot a két sikkal ?
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II. fejezet. A testszogrol.

A hiromélii testszég. 50. Ha valamely héromélii tesiszég harom
lapszogét felezziik, a felez$ sikok ugyanazon egyenes vonalban talalkoznak, és
az egyenesnek mindegyik pontja a testszdg hdrom oldallapjaiol egyenld tavol-
sagra esik.

51. Ha valamely haroméli testszog hdrom élszigét felezziik és a felezd
vonalak mentében az illeté oldallapokra merdleges sikokat allitunk, ezek azon
egyenes vonalban talilkoznak, amelynek minden pontja a testsz0g harom
é1ét6l egyenld tavolsagra esik.

52. Minden haromélil testszogben két lapszdg 0Osszege és a harmadik
lapszog kozt fennallé kiilonbség kisebh, mint 2E.

53. Ha a térnek valamely pontjin keresztill egy adott haroméla testszdg
élével parhuzamos és egyezd iranyd hirom egyenes vonalathuzunk, ezek az adottal
egybevagd testszoget alkotnak.

54. Valamely egyenloszari haroméli testszog a csucs-te stszogével
egybevagd. :

55. Ha valamely testszog lapjait egy sikkal dtmelsziik, azutan a testszog
csticsabdl e sikra merdleges egyenest huizunk és ezt talppontjan tal anmyival
meghosszabbitjuk, hogy a talsé rész egyenlé legyen az innensdvel, és végre
ha a meghosszabbitott rész végpontjat a testszdg éleinek metszépontjaival
(a hol t. i. az élek ama siklappal talalkoznak) 6sszekotjiik, ez 6sszekoté vona-
ak az adottal szimmetrikus testszoget alkotnak.

56. Ha valamely haromélii testszdg belsejében a csiicson 4t egyenest
huzunk, akkor ezen egyenes és a harom él altal alkotott szbgek Osszege
kisebb, mint az élsztigek Osszege.

57. Valamely haromél két élszdge ismeretes; hogy aranvlanak az
atellenes lapszogek sinusai ?

58. Valamely haromélbsl ismeretes a hirom élszdg a,b,¢; mekkorak
a lapszogek ? @ = 25013’ 12", 6= 37° 14/ 19", ¢ = 580 31’ 51",

59. Ismerjiik a haromél lapszigeit, = §,y-t; mekkordk az élszogek?
a=127092' 34", f =519 18 13", y = 72° 26’ 40"

60. A haromél egy élszoge és a szomszédos két lapszég ismeretes;
hatdrozzuk meg a testszog tobbi alkotérészét a = 93044 45", f = 26° 42" 2!
r=78°43" 29°9".

61. Ismeretes a hiromél egy lapszodge és a szomszédos két ¢lszig;
hatdrozzuk meg a haromél tobbi alkotérészét. « = 102055 8", 5 = 42° 18’ 7%
¢=26°11" 15"".

III. fejezet. A szogletes testek tulajdonsagairol

A gtila. 62. Minden galaban két oldalél ugy aranylik egymashoz, mint
megforditva hajlasszogeinek a sinusai.

63. Minden gildban az oldallapok teriileteinek az Osszege nagyobb, mint
az alap teriilete.

64. Minden héaromoldald ghlaban a hat lapszignek az Gsszege nagyobk
négy, de kisebb hat derékszognel.
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65. Szabélyos-haromoldali: gila magassagibol és alapélébél szamitsuk
ki az oldalélt.

66. Szabalyos-négyoldala gila magassagdbol és oldalélébsl szamitsuk ki
az alapélt. !

67. Haromoldaldi piramis oldallapjai egyenlészardi, egybevagd derékszogii
haromszogek ; az alapél @; mekkora a gila magassaga, oldallapjanak és oldal-
élének a hajlasszoge ?

68. Négyoldala piramisnak oldallapjai egyenlfoldald héromszogek ;
mekkora a piramis magassaga, oldallapjanak és oldalélének a hajlasszoge, ha
az oldallap oldala ismeretes ?

69. Valamely gulanak alapja egyenldoldali haromszog, oldallapjai egyenld-
sz4ri egybevagé haromszogek, melyek mindegyike #n-szer nagyobb, mint az
alap; mekkora az oldallap hajlisszoge az alaphoz? Legyen n==4%.

70. Ha valamely csonka gilat az alappal parhuzamosan, a két alaptol
egyenld tavolsagban metsziink, az stmetszési idom teriilete annyi, mint a két
alap-teriilet szdmtani és mértani kozepének a felosszege.

71. Egyenes csonka gtlanak mind a két alapja négyzet, ezek oldalai
o 63 b; a négy egybevagd oldallap Gsszege akkora, mint a két alaplap Osszege.
Mekkora a csonka gula magassiga ?

79. A ecstestol mekkora tavolsdgban kell valamely piramist az alappal
parhuzamosan metszeni, hogy az Atmetszési idom az alapnak «) fele, ) har-
mada legyen ?

73. Ha két egyenld alapi és egyenld magassdgi gulat egyenld tavolsig-
ban és az alapokkal parhuzamosan metszink, az 4tmetszési idomok egyenlok

A hasab. 74. Minden n-oldali hasiabban az oldallapok hajlasszogeinek
osszege (2 n—4) B.

75. Minden #-oldald hasdbban az alaplapok és az oldaliapok alkotta
lapszogek Osszege 2nkR.

76. Minden parallelepipedonban a lapszogek Osszege 12R.

77. Minden derékszdgii parallelepipedonban az atlé négyzete annyi, mint
az egy csticsban talilkoz6é harom él négyzetének az Osszege.

78. Szabilyos, haromoldalt prizmat oly sikkal metsziink, mely egy
alapélen megy &t és az alaphoz 46%-nyi szbg alatt hajlik ; mekkora a metszési
idom tertilete, ha az alap teriilete ¢t == V50 ?

79. Egyenes, szabilyos haromoldalii prizméban az oldalél akkora, mint az
alapbairtkor sugara. Hogy aranylik az oldallapok Gsszege az alaplapok Gsszegéhez?

80. Valamely romhoéder éle: «, lapjdnak két szoge ugy aranylik, mint
1:2; hatdrozzuk meg az 4tl6 hosszal.

81. Ferde, baromoldaldi hasibbol ismeretes a hirom alapél: AB=—8
AC =10, BC =g, az oldalél CD=d¢ meg a DCA=f és DCB==a szdgek.
Hatérozzuk meg az 4, B és D pontokon 4tmend sikmetszetnek a teriiletét. @ = 55,
b= 48, c=2b, d=187'76, a = = 33020 37'5".

A szogletes testek altaldban. 82. Minden szégleles testhen az élszdgek
tsszege kisebb, mint annyiszor 4F, ahdny csucs van. ’

83. A polyeder felszinén levd szogek Osszege amnyiszor 4R, amennyi
a csucsoknak kettdvel kisebbitett szama.
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84. Minden szbgletes test csticsai, valamint lapjai szdménak a hérom-
szorosa nem lehet kisebb, mint éleinek hattal kisebbitett szama.

85. A polyeder csucsai sziméanak a kétszerese o) vagy akkora, vagy
kisebb, mint lapjai szdménak a nyolccal kisebbitett négyszerese; &) vagy
akkora, vagy nagyobb, mint lapjainak néggyel nagyobbitott szama.

86. A szogletes test lapjai szdméinak a kétszerese egyenld, vagy kisebh,
mint a 8-cal kisebbitett csticsok szamanak a négyszerese.

87. A polyeder felszinén levé szigek Osszege annyi, vagy tobb derékszog,
mint amennyi a lapok szdminak a kéiszerese.

A szabilyos testek. 88. A szabalyos hatlap lapjainak a kozéppontjai
egy szabalyos nyolclap csucspontjai.

89. A szabdlyos oktaedron lapjainak a kozéppontjai egy szabilyos hat-
lapnak a cstcsai.

90. A szabilyos tetraedron éleinek felezpontjai egy szabdlyos oktaedron
cstcspontjai. ]

91. A szabélyos tetraedron hatarlapjainak kozéppontjai egy mésodik
szabalyos tetraedron csucspontjai.

92. A szabAlyos tetraedron €léh8l hatarozzuk meg a magassagat.

93. A szabalyos oktaedron élébél szamitsuk ki a két Atellenes csticsot
Osszekotd egyenest.

94. A kocka él1éb6l hatdrozzuk meg az ati6jat.

95. Hatarozzuk meg a szabalyos négy- és nyolclap két-két egymdst
metsz6 lapjanak a hajlasszogét.

96. A szabdlyos tetraedron harom magassiga egyetlen egy pontban
talalkozik ; ezen pont mindegyik magassigot 1:3 ardny szerint osztja, gy
hogy a hosszabbik szelet a cstcs felé esik.

97. Hatérozzuk meg azt a szdget, melyet egy szabalyos tetraedron
magassdiga az éllel alkot.

IV. fejezet. A gombolyii testek tulajdonsagairol.

A kup. 98. Minden piramisba, melynek alapjaba kor irhaté, oly kipot
szerkeszthetiink, melynek gorbe feliiletét a piramis minden oldallapja érinti.

99. Ha kél egyenlé alapti és egyenld magassigd kipot az alapoktdl
egyenld tivolra azokkal parhuzamosan metsaziink, az Atmetszési idomok egybe-
vagd korok.

100. Ha a kdpot, melynek alapsugara =, ez alaphoz parhuzamosan oly
sikkal metsziik, mely a kip magassigat s :n ardny szerint osztja, mekkora
a metszet teriilete ?

101. Egy ferde kupnak legnagyobb () és legkisebb (s) oldaldbél és a
tengelybdl (@) haldrozzuk meg az alapsugarat, S==52, s = 39, « == 42:498.

102. Hatdrozzuk meg egy ferde ktpnak legnagyobb és legkisebb oldala-
bl és az alapsugarbd) a tengelyt.

103. Egyenes kiipba piramist irunk, melynek alapja négyzet; mekko-
rék az oldallapok, ha ismeretes a kip alapsugara r, és magassiga h? r—7,
h=6.
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104, Ugyanaz a koriilirt szabalyos haromoldalt piramisra nézve.

105. Valamely egyenes kip tengelymetszetének a csticsndl levd szoge
«, magassaga m; hatirozzuk meg a kip alapsugarat és oldalat.

108. A ferde kup tengelye @, hajlasszige az alaphoz @, az alapsugara
»; szamitsuk ki a magassagot, a leghosszabh és a legrévidebb oldalvonalat.
a=10, r=>5, «==160°

A henger. 107. Egyenlé alapu és magassagd hengerek, melyek tenge-
lyeinek a hajldsszigel egyenldk, egybevagok.

108.° A ferde henger tengelymetszetei kozt az a legkisebb, mely a
tengely hajlasszégének a szérain megy at, és az a legnagyobb, mely a hajlas-
szdg széaraira merdlegesen 4ll6 Atmérén megy at.

109. Mekkora az egyenes hengerbe irt szabalyos négyoldald prizma
oldallapja, ha a henger magassiga és alapsugara ismeretes?

110. Hogy aranylik valamely egyenes henger alapsugara a magassig-
hoz, ha tengelymetszete egyenlé az alappal ?

111, Hogy aranylik az egyenlSoldali egyenes henger tengelymetszete
az alaphoz? ’

112. Egy ferde henger tengelye @, ennek a hajlasszdge az alaphoz  «,
az alapsugara r; hatarozzuk meg a merdleges tengelymetszet tertiletet (mely
a tengelyen és a magassagon megy at). o= 34201, «=132012" 6", =11

113. Valamely egyenes henger sugara #; mindegyik alapjdn egyenes
kap 4ll, melynek csicsa a mésik alap kézéppontja; mekkora azon kor kerii-
lete, melyben a két kuplap egymdst metszi ?

A gomb. 114. Mindazon gémbi korok kozt, melyek sikjai egy, a gémb
belsején levé ponton vonulnak at, az a legkisebb, melynek ez a pont kizép-
pontja.

115. Milyen kolesonds helyzeitel birhat két gomb ? Mikor érintkeznek
kiviiledl, mikor belilrdl, és mikor metszik egymast ? Erintkezés esetében hova
esik az érintési pont?

116. Két egymdst metszé gémblap 4tmetszési idoma mindig kor.

117. Egy gémb sugarahol és egy metsz6siknak a gimb kozéppontjatol
val6 tavolsagabél szamitsuk ki a metszési kor sugarat. r=23849, d=18;
vagy =125, d == 117.

118. Ismeretesek két gombi kir sugaral p;, €s 9, @ kozépponttol valé
tavolsdgaik ardnya m:n; hatirozzuk meg a gémb sugarat. ¢, =7, oy — 15,
G = (5 ),

119. Egyenes szabalyos haromoldaltt prizma kiré gomb van irva; a
prizma oldallapja egyenld az alaplappal ; mekkora a gdmb sugara, ha a prizma
alapéle @ = 8 dmn?

120. Egy félgomb nagy kore alapja egy egyenes kupnak, melynek
magassiga egyenld a kor atmérdjével; gorbe lapjaik egy kis kérben metszik
egymast; mekkora ezen kor és mekkora a tivolsaga az alaptol, ha ennek
sugara ismeretes ? = 25.

121. Egy egvenes kupnak alapsugara () és oldalanak hajlasszige az

alaphoz («) ismereles ; mekkora a kortlirt és a befrt goémb sugara ? » = 200,
a== 54" 16"
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122. A ferde kiup tengelye ¢, ennek a hajlasszoge az alaphoz « és az
alap sugara r; mekkora a kuap kéré irt gémb sugara? ¢ =89, r—=4
s = TR 2 FE Y,

123. Mi azon pontok mértani helye, melyek adott ponttél adott tavol-
sagra vannak ?

@"

124. Mi ama gombok kozéppontjainak mértani helye, melyek hirom
nem egy egyenesben fekvé ponton mennek 4at?

125. Mi azon gombok kozéppontjainak a mértani helye, melyek adott sikot
adott pontban érintenek ?

126. Mi azon gémbok kozéppontjainak a mértani helye, melyek adott
sugartak és adott sikot érintenek ?

127. Ugyanez, ha adott gémbét érintenek ?

128. Keressiik azon gombdk kozéppontjainak mértani helyét, melyek
adot! gombot adott pontban érintenek.

129. Mi azon gombok kozéppontjainak a mértani helye, melyek adott
sugartuak és két adott ponton mennek 4at?

130. Mi azon egyeneseknek a mértani helye, melyek @) pirhuzamosak,
4) egy ponton mennek 4t és adott gdmbot érintenek ?

Gombharomszog. 131. Minden gombhdromszoghen a szogeket felezd
fokorok egyetlen egy pontban talilkoznak ; ezen pontbdl az oldalakra merd-
legesen huzott f6korok ivei egyenldk.

182. A gombharomszdg oldalaira a felezd pontokban merdlegesen hiizott
f6korok egyetlen egy pontban taldlkoznak ; az ezen pontbdl a hiromszdg cstces-
pontjaihoz huazott fokérok ivei egyenldk.

183. Hatdrozzuk meg a gombharomszog harom szdgpontja 4ltal meg-
hatarozott sikhdromszog teriiletét a gomb sugarabél és a gbombhiromszog
hirom oldalabél (fokmértékben kifejezve).

134. Minden gdémbharomszdghen a kiilsé szég kisebb a szemkozt fekvé
két belsé sz0g Osszegénél és nagyobb azok kiilonbségénél.

185. Minden gémbharomszog koré lehet kort irni. Ezen kornek gdmbi
koézéppontjabsl a haromszog szdgpontjidhoz hizott gombi sugir a két oldallal
két szbget képez, melyek mindegyike fél akkora, mint a mekkora a kiilsnbség
a haromszog két szogének az Osszege és a harmadik szog kozt.

A gbmbbe és koréje irt testek. 136. A szabalyos tetraedron 616bél
hatarozzuk meg a beirt és koriilirt gomb sugarat.

137. A szabdiyos oktaedron élébsl hatdrozzuk meg a beirt és korilirt
gdomb sugarat.

138. Hatdrozzuk meg a kocka éléb8l a heirt és koriilirt gomb sugarat.
Ugyszintén a kocka &tl6jabél.

139. Ismeretes a szabalyos ikozaedron éle; mekkora a beirt &s koriilirt
gdmb sugara ?

140. Szimitsuk ki a szabalyos soklapnak az élét @) a beirt, 4) a koriilirt
gomb sugardhbol.

Abel-Eéony-Polikeit : Mértan 11, rész., d



V. fejezet. A testek hasonlésagarol.

A testek hasonlésiga. 141. Két haromoldaltl piramis hasonlé: @) ha a
megfeleld élek aranyosak, 6) ha a megfeleld oldallapok hasonlok, ¢) ha a
megfeleld lapszogek egyenlok, d) ha két testszog egybevagd és ezeknek meg-
feleld élei ardnyousak. ;

142. Ha valamely gtlat az alappal parhuzamos ik altal metsziink, az
elmetszett gula az adotthoz hasonlo.

143. Ha két galaban a csticsnal -levo testszogek egybevagok, vagy
szimmetrikusok és hérom megfelel oldalél paronként aranyos, akkor a gulik
hasonlok.

144. K&t ktp, vagy két henger hasonlo, ha tengelyeik és az alapjaik
Atmérdi aranyosak és a tengelyek az alapsikokkal egyenld hajlasszogekel alkotnak-

145. Ha két gombben t0bb parhuzamos sugarpart keresiink vagy meg-
egyezd, vagy ellenkezd iranyban és a megfeleld sugarak végpontjait egyene-
sekkel osszekapesoljuk, ezok a cenlralis vonalat egy ponthan, vagy a kiils,
vagy a belsd hasonléségi pontban metszik.

146. Ha két gémb hasonldsagi pontjabol kiindulé egyenes az egyik gbmb
szeldje, vagy erintdje, akkor a masiknak is szeldje, vagy érintdje.

147. Ha a hasonléshgl ponton keresztill mend sik az egyik gombot
metszi vagy érinti, akkor a méasik gdmbot is metszi vagy érinti.

VI. fejezet. A testek felszine és kobtartalma.

A hasab felszine €s kobtartalma. 148. Egy derékszogil parallelepipedorn
egy pontban Gsszefutd élei B, 9, 123 mily nagy a test felszine és kobtartalma ?

149. Mennyi a négyzetalak atlos metszetii egyenes parallelepipedon
felszine és kobtartalma, ha a metszet teriilete £=16 m? és az alapélek aranya
w:b=238:4?

150, A derékszogi parallelepipedon kobtartalma 5’856 m$, éleinek aranya
3:4:5; mily hossziiak az élek? i

151. A derékszigl parallelepipedon alapjanak teriilete 48 cm? oldal-
felszine 768 cm?, egylk atléja 26 cm; keressitk a kobtartalmat.

152. Bgy derékszogl parallelepipedon alapjénak atléja 52 m. s az ecyik
alapélhez 22° 37’ 11" -nyi szog alatt hajlik ; mily nagy & kobtartalom, ha
egyik oldalanak atlgja 101 m. és ez az egyik oldaléllel 11° 192" 19"-nyi
szoget alkot?

153. Valaki ¢ m. hosszu, b m. széles és ¢ m. magas falat akar felépi-
teni; hany tégla szitkséges ehhez, ha mindegyik @ m. széles, b, m. hosszu és
¢, m. vastag? ¢ = 12, b =03, =21, o, =03, 5, =015, &, = 007.

154, Mily nagyok a derékszogl parallelepipedon leinek mértani halad-
vanyt alkotd mértékszamai, ha térfogata £9-899 3, felszine 133'02 m*?

155. A tengeren uszik egy 94 m. hosszti oldalokkal biré négyzet-alaplt
hasabot alkoté jégtomb s a tenger vizéb6l 6 m. magasta emelkedik ki. Mily
nagy a jégtdomb sulya. tudva, hogy egy liter {engerviz 1026 kg-ot és egy dm®
jég 08 kg-ot nyom ?
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156. Szdmitsuk ki a kocka kébtartalmit @) a felszinébél f= 8'64, b) az
atlojabol € =20, ¢) az 4tlés metszet teriiletébdl ¢ = 0-509117.

157. Egy kocka kobtartalma % ; @) mekkora a felszine ? & = 8. 5) mekkora
az 4tléja, ha &=—192'45°?

158, Keressiik oly kocka élét, melynek kébtartalma kétszer akkora, mint
egy adott kock&é; az utobbi éle legyen @ (Deloszi probléma).

159. Mekkordk két kocka élei, ha kobtartalmaik dgy ardnylanak, mint a3 ; 3,
és ha ezek Osszesen akkoradk, mint oly kocka, melynek térfogata 2?2 a:b6=>5: 3
&= 4104

160. Valamely kocka éle a méterrel hosszabb, mint egy masiké; a két
kobtartalom kulonbsége o m3; mekkordk az élek 9

161. Egy haromoldald oszlop felszine 5182 dm?, magassiga 22 in ; mily
nagy az oszlop alapéle és térfogata ?

162. Mekkora egy egyenes, szabalyos hatoldald prizma kébtartalma,
ha alapéle @ és magassiga 69 a =04, &—2 3.

163. Szamitsuk ki egy szabdlyos nyolcoldaldt prizma kobtartalmat, ha
alapéle a és oldaléle b. a =34, = 8:02.

164&. Valamely prizma sulya 175'8 k, anyagénak egy cm’je 08 kg-ot
nyom, magassiga 3 dm. Mekkora az alapja ?

165. Mily stilyos az egyenes, szabalyos hatoldald prizma alaku bazalt-iémb,
ha alapjénak egy oldala 024 m, magassiga 246 m, a bazalt fajsilya 2'85?

166. Mekkora az egyenes hasab felszine ¢s kobtartalma, ha annak alapja
egyenlészard hdromszdg, melynek szdra 86 dm hosszi és melynek egyenls
szigei 43040’ 15" nagysagliak, a hasib magassaga pedig 20 dm ?

167. Egy prizma alapja 6 m? teriiletli egyenlészdrt haromszog, melynek
magassdga akkora, mint alapjanak fele; mily nagy a test térfogata, ha Gsszes
felszine 21 m??

168. Mekkora azon hiromoldald hasdb térfogata, melyben az alap
két sz0ge «— 52016 és f =287°20’, ha az alap » = 5’8 m-nyi sugar’ kirbe van
wva és a prizma oldaléle @= 9 m, az alap felé 71°18' 78"-nyi szog alatt hajlik ?

169. Hatdrozzuk meg azon héromoldalt ferde hasab térfogatit, melynéi
az alap egyenléoldali haromszog; egy alapél hossza 8 dm, egy oldalél
hossza 15 dm. és az oldalélek az alappal 48°16'-nyi sziget alkotnak.

170. Egy haromoldald hasab alapélei ¢ =218 m, &= 170 m, a-nak
atellenes szbge « — 580 23' 41", kobtartalma & = 2675 m$. Mekkora a magasséga ?

171. Egy ferde parallelepipedon egyik cstcsdban @ —4, 6 =15, ¢ =9 élek
taldlkoznak. Az élek szdgel: (@b)=38540", (a¢)—42°1H, (b¢c)=>51016"
Mekkora a térfogat ?

A gula felszine és kobtartalma. 172. Négyzet alapti egyenes piramis
alapéle 45 cm, magassiga 9 cm; mennyi a felszine és kébtartalma ?

173. Egyenes, négyzetalapd piramis alapéle 56 m, oldaléle 83 m;
mekkora a felszine és kobtartalma ?

174. Szabalyos 6toldalt piramis alap- és oldaléle 75 cm ; mennyi a felszine
és kobtartalma, ?

175. Szabalyos nyoleoldalt gula alapéle 1'5, oldaléle 6 m; mennyi a
gula koébtartalma ?

8.
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176. Egy egyenes gtla alapja egyenléoldall haromszdg, melynek oldala
@ — 254 V6, oldalélei egymasra merdlegesek ; mennyi a felszine és kobtartalma ¥

177. Egy szabalyos négyoldalu gula alapéle «==2'56 m, oldaléle az
alappal «=72° 928"-nyi szoget alkot. Mekkora a gula kobtartalma ?

178. Hany kg-ot nyom egy sntott vashol késziilt szabalyos Stoldalu
piramis, ha az alapél ¢ =106 m, az oldalél hajlasszoge @ =72 45" 32", az
ontott vas fajsilya 7212

179, Egy szabdlyos nyoleoldalt gula alapéle a =4 dm, az alap- és
oldalélek altal alkotott szdg f == 45°, Mekkora a test felszine és kobtartalma ?

180. Egy egyenes gala magassaga M= 37-65 m, alapja pedig egy
 — 315 m sugarn korbe irt szabalyos nyoleszég ; mily nagy a gila kobtartalma ?

181. Egy templomtorony teteje egyenes, szabalyos nyolcoldala piramis,
melynek egy alapéle 13/, m., a plramis magassaga 62/, m. Mibe keril a tetének
rézzel valo burkoltatasa, ha egy m? burkolat 30 K-ba keriil ?

182. Mekkora egy egyenecs, szabalyos 24 oldald piramis kobtartalma
ha alapéle a= 18757, oldallapjanak hajlasszoge &= 87011'?

183. A négyzetes egyenes piramis kobtartalma 704 m?, magassaga
33 m; mennyl a felszine ?

184. Egy egyenes piramis kobtartalma 5622 cm? , alapja négyzet, melynek
teriilete 1024 m?; oldalélének hajlasszoge 98° 90’ 30" ; mennyi a magassig &s
az oldalfelszin ?

185. A szabalyos négyoldalt gula oldaléle 101 m; az oldalél hajlasa
az alaplaphoz 73° 34 437" a gala térfogata 25344 m? ; mekkordk az alapélek ?

186. Szabalyos huszonnégyoldala piramis felszine és oldallapjanak a
hajlasszoge ismeretes ; mekkora a kobtartalma ?

187. Egy egyenes, homokkobol faragott gula sulya 4620 kg, magassiga
24 dm, alapja négyzet, melynek oldala 7 dm-rel hosszabb, mint az oldalél.
Mily hossztak az alapélek és az oldalélek, és mekkora a test oldalfelszine ?
(A homokké fajstlya 25.)

188. Ontott vasbol késziilt piramis sulya 1012:2 kg, alapja négyzet,
melynek oldala 45 cm. Mily magas a piramis ? (Az ontott vas fajstlya s =7'3)

A csonka gula felszine &s kobtartalma. 189. Egy szabalyos hatoldalu
csonka gila alapélet 3-7 és 24 m hossziak, magassaga akkora, mint az alsé
alap atléja; mennyi a felszine €s kobtartalma ?

190. Egy szabilyos Htoldalti csonka piramis alapélei 12 és 25 m hosszuak,
magassaga 9 m; mennyi a felszine és kobtartalma ?

191. Egy haromoldalt csonka piramis hdrom alapéle @ =10, b =425,
¢ — 1025, egyik felsd alapéle @, =2, az oldalél O =28, ennek hajlasszige
% — 63° 14’ ; mekkora a kobtartalma ?

192. Egy 12 m magassagn csonka gila térfogata 916 m3, az egyik alap-
tertilete 25 m?2; mekkora a masik alapteriilete ?

193. Egy csonka, négyzetalapi  egyenes gré.nitpiramisn,ak sulva
P— 113888 k, magassaga m—25 dm, alsé éle 16 dm.; mekkora a piramis
folsé éle, ha a gramit fajsulya s = 26 ?

194. Ismeretes egy négyzetalapl csonka ghla kobtartalma, k=74 dm?;
magassaga nm — 6 dm és alapjainak kulonbsége d—7 dm2 9 Mekkorak alapjai-
nak élei? -

&
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195. Egy szabalyos otoldald csonka gila m magassdginak felezGpontjan
at az alaphoz pdrhuzamos sikot fektetiink ; milyen ardnyd részekre bontja ez fel
a csonka gulat?

Néhiny szabalyos test felszine és kobtartalma. 196. Szamitsuk ki az
6t szabalyos test kobtartalmdat, ha ismeretesek az élek.

197. Szabalyos tetraedron és oktaedron felszine egyenld ; hogy ardny-
lanak kébtartalmaik ?

198. Szabalyos tetraedron éle ¢; mekkora oly kocka felszine, melynek
kébtartalma akkora, mint a tetraedroné ? o = 8'3268.

199. Szamitsuk ki a szabalyos tetraedron kobtartalmat: «) annak magas-
sagab6l, h =8, 1) annak felszinéhdl, f=2 V 3.

200. Szamitsuk ki a szabalyos tetraedron élét, ha ismeretes : @) a felszine,
8) a kobtartalma.

201. Szamitsuk ki a szabalyos oktaedron élét, ha ismeretes : a) a felszine,
%) a kobtartalma.

201e. Hatsrozzuk meg a szabalyos oktaedron kobtartalmat: a) a két
atellenes cstics tavolsdgabdl, b) a felszinébdl.

202. Ismeretes egy kocka éle; mekkora azon tetraedron térfogata, mely-
nek élei a kockalapok &tléi?

203. Szdmitsuk ki a szabalyos tetraedron (oktaedron) felszinét annak
kdbtartalmabdl.

204. Egy kocka éle o; mekkora azon szabalyos oktaedron kobtartalma,
melynek cstcsai a kockalapok kézéppontjai?

205. Szabalyos oktaedron és tetraedron egyenlé felsziniek, hogy ardnyla-
nak kobtartalmaik ?

206. Hogy aranylanak a gdmbbe és koréje irt szabalyos tetraedron koh-
tartalmai ?

207. Valamely gémbhe irt szabalvos oktaedron kobtartalma %; mekkora
az ugyanabba a gombbe irt szabalyos tetraedron kobtartalma ? &—1000.

208. Egy » sugaru félgdmbbe szerkessziink kockat, ebbe egy gombot és
e gémbbe egy szabalyos tetraedront. Szamitsuk kiaz utolsénak a felszinét és
kibtartalmat. » = 9.

209. Egy kockénak az éle ¢. E koril gombot irunk, e koriil
szabalyos tetraedont, e koriil megint egy gémbét és e gomb koril szabilyos
oktaedront ; mekkora ezen oktaedron kobtartalma ? u:%-

A henger felszine és kobtartalma. 210. Egy egyenes henger alapjanak
sugara 3'5 m, magassaga 15 m; mennyi a felszine és térfogata ?

211. Mennyi a hengeres oszlop térfogata és paldstja, ha atmérdje 30 cm,
magassaga 2'8 m ?

212. Mennyi az ontétt vas henger salya, ha magassaga 3'5b m, keriilete
3141 mm, fajsalya 7:2 ?

213. Mily nagyok az egy liter dirtartalmu henger méretei, ha magas-
saga kétszer akkora, mint dtmérdje ?

214. Valamely kat atmérdje 16 m; hany 1. vizet tartalmaz, ha a viz
mélysége 32 m ?
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215 Fgy ferde henger 30 cm hosszit tengelye 570 28" 40" szoget alkot
az alapsikkal, alapsugara 5 m; mily nagy a henger kobtarfalma ?
. 216. Az egyenes henger magassiga m = 18 dm, az alapkor 45 dm hosszt
hurjaval szemben fekvo kozépponti szog 32° 26' 10" ; mennyi a henger térfogata ?

217. Mily nagy a ferde henger térfogata, ha 36 dm hosszu tengelye az
alappal 820 47' 49" szoget zar be és a merdleges tengelymetszet terilete
3545 dm??

918. Valamely henger paldtja lefejtve négyzet, melynek atléja 10 m;
szamitsuk ki a henger térfogatat.

219. Mekkora egy egyenes henger térfogata, ha ismeretes a palastja (P)
és a felszine (F)? P==1000, F'= 1025'1327.

220. Egy egyenes henger alapkorében a 100°-nyi kozépponti szdg ive
1577075 dm ; mekkora a henger kobtartalma, ha magassaga 56 dm ?

921. Mily nagy azon henger felszine ¢és térfogata, melynek paldstja a
3141 m? teriiletii alapkorbol 1250 30" szoggel kivagott szektor teriiletével egyenld ?

999, Mekkora az egyenes henger felszine és kobtartalma, melyben a
tengelymetszet 625 dm? és az atlé az alappal 50° 30" 20"-nyi szoget alkot ?

993. A henger tengelye 15 m és az alappal 60° 18 50" sziget alkot, a
henger maga{sséga akkora, mint alapkorének keriilete ; mekkora a egyenlo tér-
fogall kocka egy éle?

224, Egyenes henger térfogatibol (k) és alapsugardbol (#) szamitsuk
ki a magassagat. k= >5022'6, » = 8.

9225, A folyadék-mértékek hengeralakuak, magassiguk azonban kétszer
akkora, mint atmérsjik. Szamitsuk ki az egy- és kétliteres mérték magassagat.

226. A 25 l-es heng}ialakﬁ edény 20 cm mély; mennyi az &tmérdje?

297. A 80 dm2es derékszigli négyszdgalaka badogh6l csdvet akarunk
késziteni; mennyi lesz a csd atmérdje és magassiga, ha a badog magassiga
alapjanak 5/, része ?

923 Mekkora azon henger Atmérdje, melynek magassaga 10 és térfogata
a 25 m éli kockdéval egyenld ?

929, Az egyenes henger kobtartalma 9424'5 m?, alap-atmérjének és
magassiginak ardnya 2:8; mennvyi a felszine ?

930. A 200 1 urtartalmé hengeralakd edény magassiiga haromszor
akkora, mint az alapkdr sugara; mily nagy a sugar magassig és a paldst?

231. Egy henger paldstja 25 m? magassdga akkora, mint dtmérdje:
mekkora a térfogata ?

232. Az egyenldoldalt henger kobtartalma 78525 ; mekkora a felszine
és alapkorének sugara ?

933. Egy forrds, mely ordnként 82 hl vizet ad, hengeralaki medencébe
folyik, melynek &tméréje 75 m: mily magassignyira telik meg a medence
4"0ra alatt?

934. A 100 m. hosszu rézfonal salya 726 kg; mennyi az atmérdje ¥
A réz fajsulya 88.

935. A 036 m sugara hengeralaki edénybe 30 kg 1395 fajsulyd
higanyt, 490 q. 079 fajstlyu borszeszt ontiink ; mennyi lesz a folyadékoszlop
magassaga ?
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236. Mily nagy a folyadék fajstlya, ha a belémartott 005 m. sugarq,
02 magassagi, 7788 fajsulyu vashenger benne 9 kg-mot nyom ?

237. Bgy 0:3 m 4tmérdji, 35 m hosszit hengergerendibdl négyzetes,
lehetdleg nagy gerendat kell vagni; mennyi lesz az utébbi térfogata és mennyi
a hulladék ?

238. Egy egyenlooldalu henger térforgata 78525 m?®; mekkora a beléle
farashatl szabdlyos nyolcoldali prizma alap- és oldaléle ?

239. A 46 dm &tmér6jii, 5 dm mdagassdga, 7'2 fajstlyi hengerb6l
szabalyos nyolcoldall oszlopot kell vagni; mekkora a sulya?

240. Haromoldalt prizmaba hengert irunk; mekkora a henger tér-
fogata, ha a prizma térfogata % és alapjanak hirom oldala @, 0, ¢ ? k== 241'144,
Q=i b= =309 8 ¢ —HI7

241. Mekkora a prizma koré irt henger kobtartalma, ha a prizma Kkob-
tartalma A és alapjinak két szoge « és [? A =065959, x=69013"12",
£—80011’' 28",

242. Az » sugari egyenes hengerbe szabalyos négyoldali hasébot irtunk,
a hasabba egy hengert, a hengerbe hasibot stb. a tengelyig; mekkora a hen-
gerek Osszege és mekkora a hasibok Osszege ?

243. Bgyeues, szabalyos haromoldald hasdbba hengert irtunk, a hengerbe
ismét szabalyos haromoldalu hasabot, ebbe megint hengert sth.; mekkora a
palistok Osszege és mekkora a hengerek Osszege ?

244, Azon egyenes hengerek kozott, melyek tengelymetszeteinek kerii-
letei egyenldk (2 ), az a legnagyobb, melynek magassiga egyenlé az alap
sugaraval.

245. Egyenld felszintt egyenes hengerek kozott az egyenldoldalu a leg-
nagyobb és viszont.

246. Fgyenld térfogattt hengerek kozott melyik az, melynek paldstja és
egyik alapjanak az Osszege a legkisebb ?

Ures henger. 247. Hatirozzuk meg a hengeralaki csének a térfogatat,
ha ismeretesek a sugarak R és » és a magassdg m. R =12, r==8, m=31.

248. Milyen stlyos a hengeralakd vasedény, ha magassiga 09 m.
fenekének Atmérdje 0'7 m és falanak vastagsdga 009 m, ha a vas fajstilya 742 ?

249, A parafibol kdésziilt hengerbe, melynek alapkore 3677 dm sugart,
hengeralakit nyilast kell farni, melyet ha 6lommal tsltlink ki, a henger
magassigdnak £Lig meriil ald a vizben. Milyen sugarinak kell lennie a
nyilisnak ? A parafa fajsulya 024, az Glomé 11°33.

250. Egy rézesd hossza ¢ =12 m, silya p==90 kg; kiils6 Aatmérdje
4=0'75 m; mily vastag a fala, ha fajsulya 9 ?

251. Egy hengeralaku torony bels$ sugara 1'5 m, falvastagsiga 05 m ;
mily magas a torony, ha falazata 54'96756 m3?

252. Mily vastag azon Ontdtt vas (fajsily 7'b) hengeres oszlopnak a fala,
melynek keriilete 90 cm, magassiga  3'6 m, stlya 650 kg?

A kup felszine és kobtartalma. 253. Egyenes kup alapkorének a
sugara 1°36, magassaga 025; mekkora a felszine és kobtartalma ?

954. Az egyenes kup alapjinak sugara 3'1 m., oldala 48; mennyi a fel-
szine és kobtartalma ?
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955, Valamely derékszogl héromszog befogéli 3 cm. és 4 cm; menny?
a A-nek az atfogd koril tortend forgasabol szarmazott test felszine és kob-
tartalma ?

956. Valamely derékszogli hdromszog két befogéja 2:81 és 52 m. Ezen
héaromszdg 4tfogbja, mint tengely koriil forog. Mekkora, az igy keletkezett
kettés kup felszine és kobtartalma ?

957. Adott kup palastjat (térfogatat) az alappal parhuzamos sikkal
w:b ardnyban kell osztani; mily tavol lesz a metszd sik a csucstol?
a;b=1:2.

258. Egyenlboldalu kup magassaga 07; mekkora a felszine és kob-
tartalma ?

939, Egyenes kup lengelymetszete 9:0748 m?, oldalvonala 205 m ; mekkora
a kip térfogata?

260. Egyenes kap oldala @ V9 s 450 szog alatt hajlik az alaphoz;
mekkora a kap felszine és kobtartalma ?

961. A 12 cm sugard korhoz tartozé 240° kozépponti szdggel bird
korszektor valamely kap palastjat alkotja; mily nagy a kup térfogata ?

962. Egy kup paldstja lefejtve félkort alkot, melynek sugara «; mekkora
a kup felszine és kobtartalma ?

963. Az egyenldoldalt kap alapkorének egy szektora 192:566 m? teriiletd,
kozépponti szdge 57°36'; mekkora a térfogat ?

264. Mily magassagban kell az egyenes kupot az alapsikkal parhuza-
mosan metszeniink, hogy ) paldstjat, ) kobtartalmat felezziik ?

965, Tigy egyenes kup alapjaban a 600-nyi kozépponti sz0ghoz tartoz¢
szegmentum teriilete 876 dm?, a kdp magassiga ketszerese az alapsugarnak ;
mekkora a paldst és a térfogat ?

266, Egy ktp oldalvonala 10 m, annak a tengelyhez valé hajlasa
360 52’ 11" ; mennyi a kup felszine és kobtartalma. ?

967. Az egyenes kip sugara 20 cm, a tengelymetszet szoge a csucsnal
87014’ 20" ; mennyi a kup térfogata ?

968. Az egyenes kiip @ =90 cm-es oldala 2= 53°7' 49" alatt hajlik az
alaphoz ; mennyi a kup térfogata ?

9269. Adott kor folott két egyenes kup emelkedik, melyeknek oldalai
% — 78050 6s = 25040"-nyi szbgeket alkotnak az alapkorrel ; mily nagy e ket
palast kozt levd tér felszine és kobtartalma? » =5,

970. Ferde kup sugara == 255 cm, tengelye @=— 35674 cm, ennek
hajlasa az alaphoz 2 == 59° 41’ 52" ; mily nagy a kap kobtartalma ?

271. Ugyanaz, ha » =85 m, a == 118:91 m, o= 68°30".

972, Egy ferde kup merdleges tengelymetszetének teriilete = 1Zo V2 dm?,

a csticsnal fekvé szoge y==4D9, az ezen szoget alkoté oldalak Osszege a - &= 8
dm ; mekkora a kup kobtartalma ?

973, Mekkora a ferde kip kobtartalma, ha ismeretes a legnagyobb
oldala S, ennek a hajlasszoge @, és a legkisebb oldala s? S =58 m, s 32 m,
& — 650 15"
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274. Egy egyenes kip a vizen uszik, a cstccsal lefelé; mennyire
meriil a viz alad, ha magassizam =25 és fajsulya 00729 ?

275. Egy kor f6l6tt két egyenes kup dil, a csucsok tivolsaga @; mek-
kora a két palast kozt levd tér, ha a tengelymetszethen a estcsndl fekvé
szogek o, illetdleg f? @ = 32, a =600, f=90°07?

276. Valamely kitip kobtartalma %= 12'664 dm?®; magassiga akkora, mint
az alapkor sugaranak masfélszerese; mekkora a paldst?

277. Egy egyenes kup paldstja P=07852°, alapterilete 7= 078525 ;
mily nagy a kobtartalma ?

978. Keressiik a 24138 m? teriiletéi korhél 1250 20" 15" szoggel kivagott
szektor mint palasttd] fedett kup felszinét és kobtartalmat

279. Valamely egyenes kup térfogata &= 33326 m3, a tengelymetszet
teriilete 70 m?, ennek szoge a csticsnal « = 51° 43’ 32" ; mily nagy a kup felszine ?

230. Egyenes kip kobtartalma 4 = 8 cm®, az alap &tmérdje ugy ardnylik
a magassaghoz, mint 5:6; mekkora a palastja?

281. Az egyenes ktp alapteriilete « = 324 cm?, kobtartalma k& — 1580 em? ;
mekkora azon szog, melyet a tengely az oldalvonallal bezir ?

282, Az egyenes kup felilete = 25269 m?, paldstja p=204165 m?;
mekkora a kip alapja és térfogata ?

983. Mekkora azon korszektor kdzépponti szége, mely oly kupnak a
palastja, melynek kobtartalma /== 72240 és magassigam —5?

284. Egy kip kobtartalma %, lefejtett palastja korszektort alkot, melynek
kozépponti szoge 36°; mekkora az alap atmeérsje? /== 144040.

985. Az Olomb6l kesziilt egyenes kup stlya P=:93686 kg, tengely-
metszetének a cstiesndl levd szoge o= 64° 14/ 20" ; mekkora a kdp felszine,
ha az olom fajstlya 11'4°?

286. A kup stlya 125 kg, fajsilya 3'2, magassiga 30 cm; mennyi a
palastja és alapsugara ?

987. Az egyenlgoldalt kup alapkérének sugara 7=—3 m; mennyi a
beleirhaté szabalyos négyoldala gula felszine és térfogala ?

288. Milyen az ardny az egyenl6oldalu kup és a heleirhato kocka tér-
fogata kdzitt ?

289. Szabalyos hatoldald hasabra, melynek alapéle ¢ és magassaga m,
vele egyenld magassigh kupot allitunk, melynek —alapja a hatszbghe irt
kbr. Mind arany vana) a két test paldstja, &) egész feliiletiik, ¢) kobtartalmuk
kozt és mekkordk ezek: ha a=—45 dm, m =89 dm?

290. Valamely goémbbe egyenes kipot irunk, melynek tengelymetszetében
a cstcsndl fekvd szog o = 34016’ 38", Mekkora ezen kip paldstja és térfogata,
ha a gémb sugara r=—25°

291. Egyenes szabalyos négyoldalu gula alapéle @, oldaléle egyenld az
alapéllel. E guldba kipot irunk, ebbe megint az eldbbihez hasonl6 ghlat s igy
tovabb végtelenig. Mekkora a kiipok paldstjainak az Gsszege ? Mekkora a gulak
térfogatainak az Gsszege és mekkora a kupok térfogatainak az Osszege?

992. Egy egyenes kup koril hdromoldald piramist irtunk, melynek
alapja egyenlészart hdromszdg, melyben az alapon fekvd szog «, a piramis
kébtartalma 7 ; mekkora a kup kdbtartalma ? o= 680°20', & — 695°67.
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293. Bizonyilsuk be, hogy: az egyenls térfogatéi egyenes kupok
kozt az a legkisebb felszinii, melynek magassdga az alap atmérdjével egyenls.

294. Trjuk az adott egyenes kipba @) a legnagyobb feliiletdi, #) a
legnagyobb térfogatu hengert.

295. Egyenlé feliletd kipok kozt az a legnagyobhb, melynek oldala
az alapsugdr haromszorosa.

Csonka kip felszine és kobtartalma. 296. Szamitsuk ki az egyenes
csonka kup kobtartalmat 7%-t, ha ismerelesek az alapsugarak R, ¢és a
magassag m. a) R=12 r—=7 m=17. 8) R=09, » =009, m = 002.

297. Mekkora azon egyenes csonka kiip palastja, melynél a tengely-
metszet teriilete 7, és az oldalvonal kétszer akkora, mint a magassdg ?

298. Az egyenes csonka kup alapkeriiletei P és p, oldala s; mekkora
a palastja? P=25, p =17, s—=12.

299. Valamely csonka kap két alapkirének sugarai 126 és 06 m,
palastja 29°045 m®; mekkora a test magassiga ?

300. Valamely csonka kup két alapkorének sugarai 4 és 2 m, felszine
107:89 m?; mekkora a csonka kip magassiga ?

301. Valamely csonka kap két alapkdrének sugara B =35, » =29 dm.
magassiga m = 6 dm; szamitsuk ki a palastjat.

302. Valamely egyenes csonka kup alapjinak sugarai 12 m & 7 m,
magassiga 12 m; mekkora az oldalmagassiga, feliilete és térfogata ?

303. Valamely csonka kiap alakd dr felsé keriilete 102 és alsé keriilete
84 cm, magassiga 72 c¢m; hiny liter viz fér bele ?

304. Az egyenes csonka kip alsé alapjanak Atméréje 60 m, a felsd
alap dtmérGje 48 m, oldalmagassiga 37 m; mily nagy a esonka kip palastja
és kobtartalma ?

305. Egyenes ecsonka kupnak alapsugarai 17 és 3 dm, az oldalvonal
40° alatt hajlik az alaphoz; mekkora a csonka kiip felszine és kobtartalma ?

306. Egy kertben ot egyenld csonka kup alakt halmot kell késziteni,
ugy, hogy az alsé alap sugara 52 m, a fels6é 22 m, és az oldala B m. legyen ;
hany kobméter f61d kell e halmok elkészitéséhez ?

307.Egy 3 m magassagh exyenes csonka kip felss kirének atmérdje az oldal-
vonallal cgyenls, tengelymetszetének keriilete 15 m; mennyi a felszine és térfogata »

308. Szamitsuk ki azon esenka kip koébtartalmat, melynek felsé alapja
3 m? az als6é négyszer akkora s az alsé alap kozéppontjdnak tivolsaga a felstd
alap sz€1é161 mindeniitt egyenlé a felsé Atmérdvel.

309. Az egyenes csonka kup oldalinak hajldsa az alaphoz 63448’
a felsé alap sugara 12 dm, az als6é 20 dm ; mekkora a felszine és kébtartalma ?

310. Hatarozzuk meg azon csonka kup feliilletét és kobtartalmat, melynek
oldalvonala ¢ = 17, annak hajlasa az alaphoz « =€9%; az alap sugara B —19.

311. Mily nagy valamely egyenes csonka kup paldstja és kobtartalma,
ha a két alap teriiletének kiilonbsége 8 dm?; a két alap feriiletének aranya
5:3 és az oldalvonal hajlisa az alaphoz o= 54024’ ?

312. Mekkora azon csonka kup k&btartalma, melynek alsé alapja 11 cm
sugard, fels6 alapja 10 em. sugartt a leghosszabb alkot6 az alaphoz 49° 5
208" és a legrividebh 900 alatt hajlik ?
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313. Mekkora a csonka kup térfogata, ha palastjanak teriilete £ = 20256 m2,
magassaga 7m ==6 m, oldalvonala 0 =10 m ?

314. Egy csonka kup paldstjat gy kaptuk, hogy egy 3141 cm? teriiletd
es 16° 40" kozépponti szogli korszektorhdl sugarinak felével hézott kon-
centrikus kor segitségével egy darabot levagtunk ; mennyi azon csonka kup
térfogata ?

315. Valamely egyenes csonka kup paldstja P = 128'6468 dm? az oldal-
vonal hajldsa az alaphoz @ = 59929’ 23", az als6 és felso alap sugarainak kiulsnb-
sége 33 cm; szdmitsuk ki a térfogatot.

316. Mekkora szoget alkotnak az egyenes csonka kiap oldalai az
alsé alappal, ha ismeretes a koblartalom % és a két alapkeriilet I és p?
k= 347162, P=150, p = 30.

317. Csonka kip kobtartalma %, also alapjdnak sugara 2, magassiga m ;
szamilsuk ki a felsé alap sugarit. B =35 dm, m— 25 dm, % == 1021 dift*,

318. A csonka kip alaku edénybe 1'82 fajstlyt folyadékot ontiink ;
mennyi annak a silya, ha az edény magassizga 02 m, az alapkordk sugarai
02 és 00119 m ?

319. Az egyenes csonka kip koblartalma 9813573 cms?, magassiga 85 cm,
oldala 70° 33" 36" alatt hajlik az alaphoz; mekkordk az alapsugarak ?

320. A kiip magassdza 10, alapjanak sugara 5 m; mily magassdgban
kell a kipot az alappal parhuzamosan melszeni, hogy a nyert csonka kup
térfogata 2¢ m® legyen ?

321. A csonka kip kobtartalma %, leghosszabb oldala S, a legkisebb s
és a ket alapsugdr kilonbsége d; mekkordk az alapsugarak ? & = 88404,
S = sTANS — 1, d=045.

322. Az egvenes kip felszine 7, palastjanak és alapjanak az aranya 4: 1.
A kupot az alappal pirhuzamosan metszettiik ugy, hogy az dtmetszési kir az
alapnak negyedrésze ; mekkora a csonka kup kobtartalma ?

A gbomb felszine. 823. Mekkora a gdmb felszine, ha sugara @) 1'2,
5) 19323, ¢) 16449 2

324. A gismb felszinébol szamitsuk ki a sugaral. @) [ =050263, 4} f—= 25447,

325. Melkkora az « élii kockdba irt gbmb felszine? @ = 0-S. Mekkora
a korulirt gémb felszine ? @ — 10'80.

326. Mennyibe keriil a 22'6 cm. sugart golyo aranyoztatisa, ha 100 em:
60 fillérbe keril ?

327. Foldinket tokéletes gombnek tekintvén, szdmitsuk ki az egyenlitd
kor kertiletébisl (5400 foldr. mérfold, 1 foldr. mfd. == 7420415 km.) a Fold
atmérgjét és felszinét.

328. Mennyi » sugard alap és m magassig mellett az egyenes kupba
irt ¢6mb felszine? » =2369 m, m =8 m

329. Milyen az ardny a kozds alapon &ll6 félebmb és kuppalast teriilete
kozt, ha a kip magassiga akkora, mint az alapkér atmérsje ®

330. Mekkora a szabdlyos hatszog egyik nagy Atmérdje koril valé for.
gasa Aaltal keletkezett test felszine, ha ismeretes a beirt gomb felszine f?

f=11 V3,



331. Az egyenes kupba irt gémb felszine kétharmada a kidp paldstjanak;
mekkora a gdmb sugara, ha ismeretes a kup alapsugara ?

332. A gomb felszine 1000 em?; mennyi a beléje szerkesztett egyenes
kup térfogata, ha tengelymetfszetének szége 45°?

Gombsiiveg és gombov felszine. 333. Valamely gombot kozéppontjatol
@ = 1'6 m. tavolsdgban sikkal atszeliink ; mekkora a kisebbik gémbsiiveg felszine,
ha a gbémbi kér sugara p =36 m?

334. Mily nagy a 2 m. sugara gémbnek a 25 m tdvolsighan levé fény-
ponttél megvilagitott feliilete ?

335. A gombsiiveg alapsugara p, az alap tAvolsaga a kozépponttol &
mekkora a stiveg felszine ?

336. Mily messzire és mekkora teriiletet latunk a Fold felszinébdl, ha
m magassagra emelkediink ?

337. Mily magasra kell emelkedniink, hogy a Fosld felszinébdl # teriiletet
lathassunk ? £ == 182200 km? és a Fold sugara » = 63703 km.

338. Mekkora teriilettiek a Fo6ld ovei, ha a Foldet gémbnek vesszik,
melynek sugara R —6370288 km. (A térit§ korok tavolsiga az egvenlitotsl,
tgy a sarki koroké a sarktél : o =230 27" 20").

339. Szamitsuk ki a gdmbov felszinét, ha két alapkérének sugarai p; és
g, és a gdmb sugara » adva vannak. g, == 33, g, = 25, » == 65.

340. Kozos alapon all egy félgomb és egy egyenes kup, a kap magas-
saga a félgdmb sugardnak a kétszerese; mily ardnyban osztja a gomblap a
kaplap palastjat? :

341. Egy félgombst, melynek sugara =, az alappal parhuzamosan
metsziink, ugy, hogy az 0v és a siiveg viszonva 2:3; mekkora azon egyenld-
oldald henger térfogata, melynek felszine akkora, mint a stivegé ?

342. BEgy gombov alsé koérének sugara p; lehet-e olyan magas az ov,
hogy egész felszine egvenld legyen azegész gomb felszinével ? Mind magasnak
kell lennie, hogy e felszin a gomb felszinének } része legyen ?

A gombharomszog felszine. 343. Szamitsuk ki a gémbhiaromszog
felszinét, ha ismeretes a gdmb sugara és a gOmbharomszég harom szoge.
@)r—1,0=2009" 30", f =550 53" 32", y == 1140 20" 14". b} » = 2, « = 73°12"' 8",
f==85°8' 14", y=232°9" 16".

344. Ismerjiik a gombharomszdg felszinét és szdgeit; hatdrozzuk meg a
gimb felszinét. F=9362 m2, «=—91012'17", B=120°9' 41", y = 100°42'2".

345. Egy szabalyos haromoldalu piramis csucsabél, mint kbzéppontbdl,
» sugaru gémbot szerkesztettiink ; mekkora a gombfoliiletnek a piramisban
fekvé része, ha a piramis magassdga m és alapéle a? » — 25 cm, m = 53 cm,
@ =47 cm.

346. Fgy 10 m. sugara gdmb féliiletén elterilé 356 m2-nyi gdmbhérom-
sz0g két szoge 5608 20" és 870 15" 40", Keressitk a harmadik szoget.

347. Keressiik azon piramis alaku test kobtartalmat, melynek alapja az
5 m sugdrt gomb felilletén «==39015', § = 75030 25", y = 96245’ 15" szioge-
ket magaban foglalé gdmbharomszoég és melynek magassaga a gomb sugara.

348. Szamitsuk ki azon gomb sugarat, melynek folilletén az « =569,
[==720, y =920 szigeket bezaré haromszog teriilete 132 m2
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A gomb kobtartalma. 349. Mennyi a gomb kébtartalma, ha ismeretes
a sugara? @) =12, &= =008, ¢)=7'816, d —12-2233.

350. Mekkora a gémb sugara, ha ismeretes a kobtartalma % 2 & — a) 5236,
b) 90478, ¢) 1436°77.

3561. Szamitsuk ki a gomb térfogatdt, ha ismeretes a felszine f. «)
f=314'16, &) f=12564.

352. Mennyi a 12 cm kiilsé sugara és 1 cm falvastagsdgu iires goly6
kobtartalma ?

353. Mekkora a gémb felszine, ha térfogata k2 k=) 1229'44, b) 64 ms.

354. A 72 fajsulya 12 kg-os 6ntott vasgolyét 06 mm vastag arany
réteggel kivanjuk bevonni. Mennvi az e célra sziikséges arany sulya, ha faj-
sulya 19:26?

355. Mennyi a 06 fajstlyu 4 kg-os fagoly6 felszine és térfogata ?

356. A 40 cm. atmérdjti 7-2 fajsulya ires vasgolyo félig meriil el a viz-
ben. Mennyi a goly6 falvastagsiga ?

357. Hany 5 cm sugaru gémb onthets 20 kg olombol? Az 6lom faj-
sulya 11-38.

358. Mennyi a 72 fajsalyu, 375 kg. sulyd, 4 cm falvastagsiga ires
vasgolyo atmérdje ?

359. A vaspléh négyzetdeciméterjének sulya 5 kg. Mekkorinak kell a
beldle készitett iires gombnek lennie, hogy a vizben tsszék ?

360. Hatarozzuk meg az ¢ éli kockdba és koréje irt gomb térfogatat.

361. Szamitsuk ki az @ éli szabalyos tetraedronba és kéréje irt gmb
felszinét és térfogatat.

362. Ugyanaz a szabalyos okfaedronra nézve.

363. Szamitsuk ki azon egyenes kiup felszinét, melynek kobtartalma
oly gomb kobtartalmival egyenld, melynek felilete 413 m?® ha a kip magas-
saga egyenld a gomb atmérdjével.

364. A 2 dm 4tmérdji hengeralakt edényben 8 dm magassaghan viz
van. Mennyire emelkedik a viz, ha az edénybe 1'5 dm &tmérdjii gombot
meritink ?

365. Egyenls oldald hiromszdg koré kort irtunk; ezen idom a hdrom-
szbg magassaga koriil forog. Hogy aranylanak az ezdltal keletkezett gomb és
kip kobtartalmai? Hogyan, ha a kor a haromszdgbe van irva ? ;

366. Egy csticsaval lefelé forditott egyenléoldald kdpban m magassigig
van viz, melybe egy » sugari gomb egészen elmeriil. Mennyivel emelkedik a
viz felszine ?

367. BEgy kocka éle @; ebbe gombdt irtunk, a goémbbe kockit, ebbe
ismét gombot sth. Mekkora a gémbok Osszege és a kockak tsszege ?

368. Ugyanaz, ha a test egy szabalyos tetraedron.

369. Egyenldoldald hengerbe gdmbot irtunk, ebbe egyenldoldali hengert,
ebbe ismét gombot, sth. Mekkora a gombok Osszege ¢€s a hengerek oOsszege ?

370. Mily nagy azon gomb sugara és kobtartalma, melynek felszine
oly végtelen sok gomb felszinének sszegével egyenld, melyek kozil az els6
sugara 1 dm és minden kovetkez$é dtszorte kisebb az eldtte allonal ?
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371. Egy gomb kobtarfalma %; ebbe egyenes kupot irtunk, melynek
tengelymetszetében a csticsnal levd sz6g o; mekkora e kap kébtartalma ?
i ==10113076, « = 60°.

A gomb részeinek kobtartalma. 372. Egy egyenes kup alapja folott
gombszegmentum all, melynek kbzéppontja‘a kip estcsa. Mekkora ezen gomb-
szektor kobtartalma, ha a kup alapsugara ¢ és magassiga m? g =95, m=—12.

378. Keressilkk az » sugara korszektornak egyik sugara koriil vald
forgasahol szdrmaz6 gombszektor térfogatat, ha a szektor kozépponti szige o.
r==d, a =459 vagy » =5, a = 60°.

374. Mily nagy a gombszektor térfogata, ha tengelymetszetének kozép-
ponti szige 68° 36' 40", a gomb sugara 21 cm ?

375. A gombszektor tengely metszetének kozépponti szoge 1230 517 207,
palastja 13:56387; mekkora a szektor térfogata ?

376. Mekkora a gombszegmentum kébtartalma, ha ismeretes a magassiga
més a gdmb sugara »? a)r =12, m =9 by rr=—= 417892, m = 9 ; ¢) » = 6°98498.
m = 20.

377. A gombszegmentum kobtartalmabdl % és magassagabdl s hatdroz-
zuk meg a gémb sugarat. k£ =— 126'535, m=—=32.

378. Ismerjiik a gombszegmentum magassagat m-et és alapjanak a suga-
rat g-t; mekkora a kobtartalma ? m =5, p==1-3611.

379. Mekkora a gimbszegmentum térfogata, ha ismeretes a magassiga
m és a gdmb felszine f? m =13, f=139"294.

380. Valamely gomb sugara 3'5 dm. Ha ezt a gémbot két parhuzamos
stk altal Ggy metsziik, hogy ezdltal a gomb felszine hérom egyenlé részre
oszlik, mekkora térfogatu lesz a szegmentum ?

381. Mily nagy a 7'8 fajsuly@ 45 sugard vasgdmb higany ald merild
térfogat-része, ha a higany fajstlja 136 ?

382. Egy fabdl késziilt golyd, melynek atmérdje & =10 m, % foku desz-
tillalt vizben annyira meriil ala, hogy a kiillé rész magassiga m=—2 m.
Mennyi az illeté fanem fajstlya ?

383. Mekkora a szegmentum kdbtartalma, ha a hozzatartozé szektor ten-
gely-metszetében a kozépponti szig = 1413’ 36" és a gdmb sugara
»=318236 m?

384. Mekkora a gombkorong kébtartalma, ha az alapsugarak o és ¢
és a magassag m? p = 56, g, = 25, m = 23,

385. Hatarozzuk meg a gombréteg kobtartalmat, ha ismeretes a gimb
sugara #, a réteg magassiga m és nagyobbik alapjdnak a tivolsiga a gomb
kozéppontjatél d. » = 0°91695, m =02, d*= 0'5.

386. Mekkora a gémbréteg térfogata, ha adva van a gomb sugara + és
a réteg két alapsugara g, és g, ? » =25, p, =24, p, =15,

B87. Mily nagy a 25 cm sugarG gémbon a kozépponttol 3 és 15 em
taﬁvolsz‘xgban ugyanazon oldalon fekvé parhuzamos kordk altal hatirolt réteg
palastja és térfogata ? .

388. Egyenes henger koré gémbot frtunk. A henger magassiga 2%-szor
akkora, mint alapsugara. Hogy ardnylik a hengeralapok altal hatarolt gomb-
réteg a szegmentumhoz ?

2
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389. Egy gombréteghe csonka kupot irtunk, melynek kihtartalma
k= 29895 m?, oldalanak hajlasszoge « = 53°7" 48", magassiga m = 4. Mekkora
a réteg kobtartalma ?

Vegyes feladatok. 390. Keressiik a héromoldali piramis kobtartalmat,
ha alapjdnak egy oldala @, a rajta fekvs két szog f,v; a piramis magassiga az
alapba irt k6r sugaranak a haromszorosa. ¢ — 32'65, § = 40° 15', y— 50010’ 30".

391. Mekkora azon szabalyos nyolcoldala gula alakt toronytetd magassaga,
melynek alapéle 13 m, beburkoltatisira pedig ugvanannyi rézlemez sziikséges,
mint egy félgombalakt kupola szdmara, melynek sugara 3% m?

392, Hany darab 30 em hosszd, 15 em széles és 10 cm. vastag tégla
sziikséges a 10 m magas, szabalyos nyolcoldali kémény felépitéséhez, ha a
szemben fekvé csticsok tavolsaga alant 4 m, fent 1 m, és ha a koralaka
nyilas atmérdje alant 1 m, fent 05 m ?

393. Valamely haromoldalt hasab oldaléle 4 =7 dm, és & —60° alatt
hajlik az alaphoz. Az alap az » =3 dm sugarG koérbe irt haromszdg, melynek
szogei a=>5007', f="70°13'. Mekkora a hasib kibtartalma ?

394. Ezy haromszdghen ¢ = 101 m, & == 21 m, « = 43036 10" ; szamitsuk
ki azon gula kobtartalmat, melynek alapja ezen haromszig, magassiga pedig
az ezen haromszogbe irt kor sugardnak 6tszorsse.

395. Valamely henger 6'4 m hosszt tengelve az alappal « = 27° 18’ 44""-nyi
szoget alkot; a magassidga annyi, mint az alapkér sugara. Mekkora a hengerrel
egyenld kobtartalmu egyenléoldaltt kup sugara ?

396. Egy egyenlboldali henger oldalvonalanak hosszat méterekben ezen
egyenlet gyoke adja: v2x 42 + V7462 =7« -} 2. Irjunk e hengerbe
egy gbmbot és egy kipot, szamitsuk ki e harom test felszinét és kobtartalmat,
és mutassuk meg, hogy felszineik, illetve kobtartalmaik hogy ardnylanak ?

397. Egy hengerben, melynek alapsugara », bizonyos magassigig viz
van. Mennyivel fog ez emelkedni, ha egy szabdlyos tetraédront tesziink bele,
melynek éle ¢, és mely egészen aldmeril? ¢=>5, » —=4.

598. Az egyenes kip két alkotéja o szdget alkot, az alkotok e tengellyel
f szbget alkotnak ésazalapnak az alkoték végpontjaihoz huzott sugarai v szoget
fognak be. Keressiik e hirom szdg kozotti Osszefiiggést.

399. Valamely kup alapjanak a sugarat azon végtelen mértani halad-
vanynak az gsszege adja, melynek elsd tagja 30, hanyadosa % ; felszine akkora,
mint egy oly henger paldstja, melynek magassiga félakkora, s alapja négyszer
akkora, mint a kupé. Mekkora a kup magassiga ?

400. Mily nagy azon egyenes csonka kap kobtartalma, melynél az alapok
teriileteinek kiilénbsége 8 dm?, kertileteinek arénya 5: 8 és az oldal az alsé alappal
oly hajlasszoget alkot, mely ezen egyenletnek: £ sec o 64y « == cofy o gyke.

401. Mily nagy azon test felszine és kobtartalma. mely ugy szérmazik,
hogy egy egyenlészari haromszoget alapja kériil fortratunk ha a harom-
sz0g alapjat ezen egyenlet: (x+8)(2x —3)-f2=(r— 474|282~
nagyobbik, egyenld szarat pedig ugyanazon egyenlet kisebb gyoke adja ?

402. Az egyenes kup alapja koré irt haromszdg oldalai 3, 4, 5 m; a
tengelymetszet koré irt kor sugara 2 m; mennyi e kap felszine és kobtartalma ?
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403. Egy egyenes csonka kupbdl vagjuk ki a leheté legnagyobb szabi-
lyos négyoldalu csonka piramist; mekkora ennek a kobtartalma, ha a csonka
kip magassaga és alapsugarai ismeretesek ?

404%. Hatarozzuk meg a ferde kup kobtartalmat, ha ismeretes mersleges
tengelymetszetének a cstesnal fekvd szige (B, az e szoget felez8 egyenes «, 6és
az alap dtméréje.

405. Egy henger tengelyének a hajlasszdge «, magassaga akkora, mint
alapjdnak keriilete, és kobtartalma oly kap kobtartalmaval egyenld, melynek
magassaga egyenlé a henger tengelyével és melynek alapsugara . Mekkora a
tengely ? -« = 68° 34' 36", =8,

406. Mennyi a vizen 4sz6 oly kupalaku jégtomeg sulya, melynek a viz
szinén wszé keriilete 25°12 m és kidlld részének oldala b m, ha a jég faj-
stulyat 0°9-nek, a vizét pedig 1-nek vessziik ?

407. Valamely szeszgyarban 40922 dm? kgbtartalmi csonka kupalakd
gyljtéedényre van szikség. A sugarak méreteit deciméterekben a kovetkezo

egyenlet gyokei képviselik: x (160—3 x)=1647 —l-—g (45—x)2. Mily mélynek

kell az edénynek lennie, és hany fok alatt kell oldalanak az alapjahoz hajolnia ?

408. Egy gombbe irt csonka kiap oldala s, magassiga m, és paldstja
akkora, mint a két alap Osszege. Mekkora a gomb felszine? s=— 37, m=—12.

409. Valamely 10 dm sugard gémbon egy gombharomszodg oldalai
a = 450 28' 35", b—=69°42' 20", ¢—70°40'25"; mekkora a gombhiromszog
csucsait 6sszekotd egyenesek altal alkotott sikharomszog teriilete, koriilirt
korérek sugara, és mekkora azon piramis koébtartaima, melynek alapja a
haromszdg, cstcsa a gémb kozéppontja ?

VIL fejezet. Gombharomszog-mértan.

Derékszogii gombharomszégek megfejtése. 410. Fejtsiik meg a derék-
520gl gdmbharomszoget, ha ismeretes:

1. Az atfogé (@) és egy befogd (3) vagy (¢). a=5420", b=—36027,
vagy o = 54°20', ¢ = 430 32" 31",

2. Az atfogd (@) és egy szog (f) vagy (7). ¢) =87 13'13", § = 65°55' 55'
) «=80°6'5", y==8804p'23".

3. A befogd és az Atellenes szdg. @)b—36027, [—=—46°49"17";
B) e =33012" 40", y = 880 45’ 25"". i

4. A befogé és a mellette fekvd szog. @) ¢ = 43°32' 31", [ —=46°49'17";
b) b=—65°46' 53", v =83048' 11".

5. A két befogs. @) b—=33°12'40", ¢=87°43'50; b) b==65°46'53",
<= 83%12' 38"

6. A két sz6g. @) §=46°49 17", y=57°59 17", b) [ =30013' 56",
v = 88045’ 23",

411. Bizonyitsuk be, hogy a derékszogii gbmbharomszéghen :

@) sin? b~} sin? ¢ —sin® o =sin? b sin?¢; &) cotgff cotg Y= cos b cos¢;
<) sin2b cos? ¢ = sin (e—>) sin (& B).

412. A derékszogii gdmbharomszog befogdi b = 65024, ¢— 640 16 ;
mily nagy a szférikus f6losleg ?
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A ferdeszogli gomhiromszog megiejtése. 413. Fejtsiik meg a ferde-
szogl gombhéromszoget a kovetkezé adatok alapjan:

1. a= 67° 12/, H—==r1507; =259 55 G LS
2. a=1120 48, f= 600 25" 11", y==109¢ 46" 19",
8. a= 690 25 11", 6= 560 50’ 51", y= b4° b4’ 42"
4 a== 63° 15’ 12", =185 38’ 39", ¢ =120° 55’ 35",
5 a=138¢ 0 18", 5=—=1220 0 43", «a=143° 33" ('’
6. a— 67° 12, = 88012’ 20", a= 50° 2' 1",
7. a=125° 5' 18", b= B6° 11’ 66", ¢==1230 21’ 138"
8. B= 5HBe 11" 56", y— 5 56’ 10", a— 670 12",

9. b= 56> 11’ 56", ¢= 320 12’ 183", y=: 390 52" 4.
10. «= 1430 33’ 0", f=136° 27" 29", o ==133° 0' 18"

#14. Valamely gombhdromszig harom adott oldaldbdl («, b, ¢) hatirozzuk
meg az egyik (4) szégpontbdl az dtellenes (@) oldalra merélegesen huzott f6iv-
nek hosszat (p-t).

2

sinp = stn ¢ sin ff= B 1/.3&7\ sin (s—a) in (s—b). sin (s—¢).

415. Valamely gombharomszég harom adott oldaldb¢él hatérozzuk meg
azon f6iv hosszat (%), amely a haromszdg egyik szdgpontjat (4-t) az atellenes
oldal (a) felezé pontjival &sszekoti; széval keressiik a gombi kozépvonalat /-t.

oG €08 b—cosc__ cos (b4 c).oos & (b —¢)
2costa costa

416. A gombharomszog valamelyik szogét felezd f6iv az atellenes oldalt
akkép szeli, hogy a kél szelet sinusai a szomszédos oldalok sinusaival egyenld
aranyiak. (Vesd 6ssze a sikmértan 38. §. 6. tételével.)

417. Mily nagy az b m sugarG gémhon az @ = 25° 13’ 12", b =370 14' 97,
¢ =580 31’ 51" oldalok altal adott gdmbharomszig teriilete ?

418. Mily nagy az bm sugari gémbin az « —= 250 18’ 12", § = 510 13" 11",
Y= 720 26’ 40" altal adott gombharomszog teriilete ?

419. Fejtsiik meg a gombharomsziget, ha ismeretes c=—104° 16" 207,
a0 =2620 20" 18", y==90v.

VIII. fejezet. A gombharomszogmeértan nehdny alkal-
mazasa.

Alkalmazés a sztereometriara. 420. Hatarozzuk meg valamely ferdeszdgi
parallelepipedonnak barom @, b, ¢ 6sszeéré €lébol és harom v, B, o sz6gébol,
melyeket az élek alkotnak, a kobtartalmat.

421. A henger tengelymetszete, melynek ¢ a tengelye, az v sugart alaphoz
« szog alatt hajlik, az alapsikot oly egyeneshen metszi, mely a tengely vetii-
letével b szoget alkot; mi a tengelymetszet vetiilete ?

422. A haromoldala piramishél ismeretes a csticsh6l kiindulé harom él
és az ezeken nyugvo harom lapszdg; mennyi a kobtartalom ?

423. Hatarozzuk meg a hiromoldali gula valamely cstcsaban taldlkozd
harom é1h6l és az ezektdl alkotott szogekbdl a gila kébtartalmat.

Abel- Edvory-Polikett : Mértan 11, rész. J
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424, Szabalyos-tizoldald piranusnak a csucsnal 16v6 lapszdgébol hata-
rozzuk meg az oldallapok hajlasat az alaphoz.

425. Valamely sikon allé egyenes a sikhoz a=: 10° alatt hajlik; ezen
egyenes talppontjin dtmené és a sikban fekvé egyenes az elsének a projek-
cicjaval §= 35° szbget alkot. Mekkora szbget alkot ezen egyenes az elsd
egyenessel ?

426. Szabalyos hatoldaldl piramis oldalai 10 m hossztiak és «==72° alatt
hajlanak az alaphoz. Hatarozzuk meg az oldallapok hajldsat. '

Két geografiai hely tivolsaga. 427. Ismereles két varos foldrajzi
szélessége és hosszisiga (Greenwichtdl) ; batdrozzuk meg tavolsidgukat :

Arad . - 460 930" 21019' 24"  Szeged ... ... ... 46015 15" 200 & 30"
Budapest .. 47°29'36” 190 '3'48" Temesvar .. . 450 45’ 36" 21015' 18"
Debrecen ... 47051'40" 21v37' 7" Ungvar.. .. ... 48030'30"7 22° 19" 12"
) T 47053 29" 20022' 42" Veszprém ... .. 470 3 8" 190 8 8"
Fiume ... . 45019’ 39" 14926' 33" Bées . . . 48012" 37" 16022 41"
Gyor .. . 47041 15" 1703818"  Berlin ... _. ... 52030'30" 120 28 17"
Kalocsa ... 41931'42" 18058'54" Konstantinapoly 41° 0' 30" 28058 18"
Kassa ... .- 48042/ 30" 20915’ 48"  Lipese .. .. ... b1°20' 26" 12¢ 23’ 30"
Kolozsvar _.. 46044/ 8" 23v35'43" London (brevidh) . 51028"18"  0° o 0
Lécse .. ... 499 0'45” 20039’ 5" Mtinchen ... __. 480 848" 11036 30"
Nagyvarad .. 470 2750 21°56° 2"  New-York . .. 40045’ 24" 730 58 24"
Pécs . ... 460 47307 18014’ O Paris . .. . 480 50" 12" 2020' 12"
Pozsony ... 480 848" 170 & 30"  Pétervar .. ... 59006’ 30" 30017 48"
Sopron .. . 4704112 16°35' 42" Roma . ... .. 410 53" 54! 200 28' 40"

Sy -Fehérvar 47911547 18022'928"  Washington ... 38° 53! 34/ 2820 58’ 10"

498. A Fold két pontja ugyanazon szélességi kordn fekszik : kozos
foldr. szélességiik v, hosszlsagaik Xy és %y ; mily nagy a legrévidebb tavolsaguk
6s mily nagy a tavolsaguk a szélességi kordn? 15 == 450, by == 900, }y = 450

429. A Fold két pontjdnak szélessége v, €s %, legrovidebb tavolsaguk
d; mennyi hosszisiguk kiilonbsége ?

430. A greenwichi csillagvizsgalé intézetnek hosszusdga (Paristol)
2090 23", szélessége 51928 88" és New-Yorktol 704 foldr. mérfoldnyire van.
Ha New-York szélessége 40045’ 24", mekkora a hosszisaga?




ANALITIKAT SIKMERTAN.

Kilencedik fejezet.
Az algebra alkalmazasa a mértanra.

43. §. El6leges észrevételek.

Az elemzdé vagy analitikar mdrtan jellemzé tulajdonsiga az,
hogy a térmennyiségek viszonvainak fejtegetésére az algebrat
alkalmazza.

Viéte (francia matematikus a 16. szdzad méasodik felében) volt az elso,
aki az algebrat mértani foladatok megfejiésére alkalmazta. O t.i. a térmennyi-
ségeket betiiszdmokkal fejezte ki és a feladat ismeretes és ismeretlen mennyi-
ségei kozt 16v6 viszonyokat egyenletbe foglaita, amelybdl az ismeretlen
niennyiség ériéke kiszdmithaté volt. Ez dton szimos mértani foladat nagyon
kénnyen fejtheté meg, ami kiilonben az algebra segifsége uélkiil nem csekély
nehézségeket okozna.

Még nagyobbszerti és gyiimoleséz6bb volt Descartes René (élt 1596—
1650-ig) gondolata ; 6 az algebrdi a girbe vonalak elméletére alkalmazta (1637)
és ezeket, mint meghatarozott tulajdonsagi pontok mértani helyét, egyenleitel
fejezvén ki, ez utébbibol a gbérbe vonal Ssszes tulajdonsédgait leszdrmaztatia.

Descartes ezen moédszerét elemzd vagy analitibai mértannak nevezik.
Kés6bb él6 matematikusok e mddszert a gérbe lapokra és a kétszer gorbiilt vona-
lakra is alkalmaztdk ; ennek kovetkeztében az elemzd mértan két részre oszlik,
az epyik a két-. a masik a hdrommeéretii térmennyiségeket targyalja : Analitikai
-gik- és térmértan. Mi csakis az el0bbivel fogunk foglalkozni.

Lassuk el6bb Viéte modszerének alkalmazasit hatdrozott mértani fol-
adatok megfejtésére:

Tudvalev6, hogy a térmennyiségek, nevezetesen a vonalak,
teriiletek és testek, szdmokkal fejezheték ki. E szamok az illetd tér-
niennyiségnek a hasonlé nembeli egységhez valé ardnyat szabjak
meg, eés daltaldnossag kedvéért Dbetiiszimokkal helyettesittetnek.
Kétséget nem szenvedhet, hogy az utdbbiakra az algebra tirvényei

9%
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alkalmazhatok, amint hogy e torvenyeket méar eddigel¢ is tobb izben,
killonbsen a haromszog-mértanban, valoban alkalmaztuk is. Mindenek
elstt lassuk az algebra alkalmazasat valamely konnyebbféle mértani
feladatra.

Adott hdromszighe szevkessziink szabdlyos négyszigel  akkép,
hogy az utdbbinak eqyik oldala a hdromszig alapvonaldra essék.

85. dbra. Legyen ABC (85. 4bra) az adott
A haromszdég. A foladatot megfejtettnek
A foltételezvén, legyen FDEG a keresett
K b\\ \‘\.\_\ négyzet. A hiromszog BC oldalat a-val,
D TS AHmagassagt m-mel,a négyzet ismeret-
| ‘ S S len oldalhosszat z-szel jeloljik.
,_‘ DRI S Y Azonnal szembetiinik, hogy
BFR 6 C-L ADE A o» ABC /\-hez, tebat :
ria=(m-—mzx)m,
kévetkezobleg : "\ mz == am — ax, vagy
(04 m) &= am és :
. am
i T

2 tehat nem egyéb, mint az @ -+ m, a, és m-nek megfelelé negyedik
aranyos vonal. Hogy e negyedik arinyost magdban a haromszigben
megtalalhassuk, hosszabbitsuk meg BC alapvonalat és mérjik fel
HL =a, tovébba LM=m darabot, huzzuk meg AM egyenest és
L ponton keresztiil LK parhuzamost, mely AH magassagot K
pontban szeli. E szerkesztésben :
HM: AH=HL: HK, vagy:
(@ +m):m==a: HK, és ebbdl:
am

atm’

tehat HK =, vagyis a keresett oldal.

HK =

Latni e példabol, hogy valamely mértani feladat algebrai meg-
fejtésénél harom dolgot kell szemmel tartanunk:

1. Miutan a feladatban eldforduld térmennyiségeke! betiikkel
megjeldltik, mégpedig az algebraban szokdsos eljaras szerint az
ismert mennyiségeket a, b, ¢, . . . az ismeretlencket x, y, z-vel, az
adott és keresett mennyiségek kozt létezd térviszonyokat egyen-
letekbe foglaljuk, azaz a mértani feladatot algebrai nyelven kifejezziik.
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2.Ezen egyenletekbél az ismeretlen mennyiségeket az algebra
torvényei szerint kiszamitjuk. Végre :

3. A talalt eredményeket mértanilag 4brazoljuk, vagyis az
ismeretlen mennyiségeket vonalzo és korzo segitségével megszer-
kesetjiik.

Az 1. pontra nézve altaldnos szabalyokat megéllapitani nem
lehet, mert az téld tehelség dolga, hogy a mértani tételek soro-
zatébol a feladat megfejtésére alkalmasakat kiszemelje. E miivelet
a mértan alapos ismeretét f6ltételezi s ezenkiviil gvakorlottsagot
¢s ligyességet kivan.

A 2. pontra az algebra segitségével konnyen megfelelhetiink.

A 3. pontra nézve a kivetkezd §-ok adnak felvilagositast.

44. § Az egynemii algebrai kifejezésekrol.

Mielétt az algebrai kifejezések mértani 4brdzolasat targyalnok,
az egyenletek egynemitiségérdl kell roviden szélanunk.

Valamely algebrai kifejezést, vagy egyenletet akkor mondunk
egynemiinek, ha a betik kitevéinek ©sszege minden tagban
egyenld. Ezen Osszeget a kifejezés méretének (dimenzio) nevezziik.
Megjegyzendd, hogy a méret meghatdrozasanil az egyiitthatokat
(koefficiens) nem vesszilk szdmba. Eszerint 4ab kétméretii kife-
lezés. Hasonlo 4ll a szégmértani szdmokra nézve is, melyek, mint
elvont szdmok, a kifejezés méretét nem modositjak.

Tort kifejezéseknél a meéretet ugy hatdrozzuk meg, hogy a

. 5 L Yol “Saw 3 ab? oy o
szamlalo méretébOl a nevezdét kivonjuk. Igy Fod egyméretii kife-
jezés. Hatvanymennyiségeknél az alap méretét a hatvanykitevivel
megszorozzuk ; gyokmennyiségeknél pedig a gydkjel alatti meny-
nyiség méretét a gyokkitevovel elosztjuk.

ab \? i e e AN
Igy plL (—»~}~) kétméreti, 1+ a® — h* egymeéretit kifejezés, mert
az utobbi esetben a gyokjel alatti tagok mindegyike kétméretii
és a gyokkitevs is kétméretli, tehdt a méretek hanyadosa = 1.

A méret fogalma, mint mar a név is mutatja, mértani felfogason alap-
szik, melynélfogva a vonalnak egy, a lapnak kéf, a tesinek hdrom kiterjedése
vagyis mérete lévén, a vonalhosszat pl. e-val, a teriiletet ab-vel, a kobtartal-
mat abe tényezdkkel fejezziik ki.

Ezek szerint, ha a, b, ¢.... betitlk vonalhosszakat jelen-

ab

a
tenek, a kovetkezd egvenletek : ;77=:T+(Z, és A= ~-



AN iE
l// (——-~) - b2 egynemiiek, mert mind a két oldaluk egyenld

méretii. Ellenben @z 4s=37" v.2 nem egynemil.

Kiilonben az utébbi egyenlet egynemiivé valik azon esetben, ha o és .»
vonalakat, s teriiletet és » térfogatot jelentenek.

Az eqynemiiséy torvénye. Ha valamely mértani feladatban
minden eléfordulé vonalat egy-egy betiivel megjeloliink, a megfejté
egyenletnek sziikkségkép egynemiinek kell lennie, amint ezt mar
az elemi mértan tantételeibdl folyé egyenletek is eléggé igazoljak.
(Példak). De ezen egynemiiség azonnal megsziinik, mihelyt az adott
vonalak valamelyikét egységiil valasztjuk; mert ekkor a megfeleld
betti mint tényezd és oszté elmarad az egyenletbol
abe
m?
m =1, akkor z=abc mar nem egynemii.

Az ekkép megzavart egynemiiséget azonban konnyen helyre
allithatjuk ; evégbdl t. i. a hosszegységet valamely bettivel »-val
megjeldljiik és azt minden tagba a kelld hatvinyban tényezd- vagy

osztokép visszahelyezziik.

Tgy pl. «=ab egyenlet, mint mértani kifejezés, képtelennek latszik,
mert a bal oldal 1-, a jobb oldal 2-méretii; az el6bbi tehat vonalat, az utébbi
meg teriiletet jelent. Amde a latszélagos képtelenség azonnal megsziinik,

igy pl. ha r = egyenletben m-et egységiil vessziik, tehat

R A
mihelyt ama egyenlethen r, ¢, 4 helyett Tf» —;i—.’ T-t irunk, ahol Aa hosszisig

egvséget jelenti; ekkor t.i.
& ab ab

— ==, V3, £ A
% TRAe \

Hasonléképen, ha valamely mértani foladat ily egyenletre vezetett:
& — b2
o = -

Cm
foltehetjiik, hogy az adott vonalak valamelyike egységiil szolgalt. Ez utébbit

3 e . it a b G M ’
r-val jeldlve, x, a, b, ¢, m helyébe e LN g ATl helyettesitése
utan lesz:

a 42

A W ah - b

S ¢ m ]
S !

vagy: #— ————— &5 ez mar egynemu.
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45. §. Az els6- és masodfoku egyenletek mértani
szerkesztése.

Itt csak az elsd- és mdsodfoki hatdrozolt egyenletek mértani
alakitdsat targyaljuk és ezek kozill is csak az egymemiieket vessziik
tekintetbe, mert a kilénnemiiek ugyis egynemtiekké valtoztathatok.

I. Minden egynemti elséfoki egyenlet a kdvetkezé harom f6
képlet egyikére vezethetd vissza : o
r=a-b...(1) = — ()5 5 4 (&) x=- .. (3)

¢
1. a6 mértanilag két egyenes vonal Osszegét jelenti; az (1)
kepletet tehat ugy abrazoljuk, hogy valamely hatarozatlan hosszi-
sagu egyenes vonalra @ és b egyenescket egymdis mellé kimerjiik.
2. a—b mértanilag két egyenes vonal kiilsnbségét jelenti;
ennélfogva a (2) képletet igy szerkesztjiik: valamely hatdrozatlan
hossziségi egyenesre bizonyos ponttol az egyik irdnyban kimérjiik
a egyenest, ennek vegsé pontjatol pedig ellenkezé irdnyban b-t. Ha
@>>b-nél, a—b ugyanazon irdnyba esik, mint a, ellenben, ha
a<b-nél, akkor a —b az a-hoz képest ellenkezé iranyba esik.
5. A (3) kepletben ¢:b=a:.r, ahol » a t6bhi 3 egyenes 4-ik
aranyosa s igy szerkesztése a sikmértanbél ismeretes.

. )
Példik. 1. Szerkessziik meg e kifejezést: w= _(.(:(_[
ab

l

Elébb szerkessziik meg ¢—d =/ egyenest, akkor e

€s ezen kifejezés a (3) képlettel megegyezs alakd.
2. példa. pedes b
E kifejezést igy is frhatjuk :

abe de]‘ ghi

ST ek o
" abe ab ¢ .ab ] .
Amde T T keressiik tehat -7 = egyenes vonalat. ezutan pedig
I 1)
”2( = 4 egyenest; szintigy —f = B-t, (;—;— — C-t, végre:
r-(A-{—-B) — C egyenest.
abe
3. példa. L=
o
A nevezdt ily alakban irhatjuk : e+
de + fo —=d ( —}—l’z—
7‘ = I egyenes vonalat, ezutan e-/=/l-et; végre
b
Cji "=~ =-wet ugy, mint fontebb.

ah — ade

4. példa. 5= T e
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It ismét de +4-fy =d (e £ {?) == d(e+ 1) = dl, tehat :

__a¥ — ude __a% e
e T [ dl
125 ) b dc : L
Azonban Y , vagyis bl o vagyis il kifejezések alakitisa
dl d l al 12
26 ac
az els példabol ismeretes; legyen tehaf ,‘;7,,;,,”7 és ‘; = n ezek kovet-

keztében: x—m —n, és e killénbséget a (2) pont szerint szerkesztjiik.

. 4) Minden tiszta masodfoku egyenlet a kovetkezd alakok
egyikére vezet:

s=1/ab (1), x =1 a*-b* (2), r =1/ a2 —b% (3)

Az (1) egyenletben x mértani kozépardnyos a és b _egyenesek
kozt. A kbzéparanyos szerkesztése pediy a sikmértanbol ismeretes.

x = 1/ a® }- b2 mértanilag oly derékszogii haromszdg atfogojat
jelenti, melynek befogoi a és b.

Végre z =1/ a? — b? valamely derékszOgit haromszog egyik
befogojat jelenti, melynek 4tfogdja: @, masik befogoja: b. Ezen

hiaromszogek alakitdsa a sikmértanbol ismeretes.

Példdk. Szerkesszik e kifejezést :
w =1/ @ + be. Elébb keressiik /be =m egyenest, ekkor bo=m? tehat
r:Va——l— m?, mi a féntebbi (2) alakkal megegyezik.

o — i/_— Tt e —1/46 keressiik tehat ~(-l6; vagyis “;a ==}

egyenes vonalat, azutan » =1/ “bi-et az (1) képlet alapjan.

3. w0 __l/a’b—c ? Risbb keressiik f -+ g=1Fk egvenest, euutan‘//a gl

és »]— — m egyenes vonalakat, végtl « = 'g/ 72 — m# befogot.
i

II. B) A vegyes masodfoku egyenlet altalanos alakja ez:
-t ax=--c
Minthogy a baloldal, mint két meéretti kifejezés, teriiletet jelent,
az egyenlet mértanilag csak ugy 4allhat meg, ha a jobb oldal (o)
is — a jeltél eltekintve — teriiletet keépvisel. Legyen tehat 6% a
e-vel egyenld teriiletii négyzet, ekkor a fontebbi egyenlet igy alakul:
x| api— = b2
Ezen egynemil egyenlet négy kiilén egyenletet foglal magaban,
nevezetesen :
2 tar= 62 (1) i =i b2 (D)
it ar=—5b> (3) o —ar=—>5b> (4
Mielstt e négy egyenlet szerkesztéséhez hozzafognank, vegyik
fontolora, hogy ha az (1) egyenletben -~ & helyébe — x-et tesziink,
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a (2) egyenletet kapjuk; kovetkezoleg mind a két egyenlet mértani

szerkesztése azonos, mert gyokeik szadmértékre nézve egyezék és

csak elGjelre nézve kiilonboznek egyméstol. Hasonloképen 4ll ez a (3)

és (4) egyenletrdl. Ezért csak a (2) és (4) egyenletet fogjuk tdrgyalni.
Ezekbil :

2 %i‘/ (‘;.)sz illetéleg »— ¢ j—@/ @_‘)2: b2;

ez alakok mar a fontebbiek alapjdn is el6allithatok; evéghol
eloszor :
V(G apFbr=m, és Y/ (} @) —b2=mn, ezutdn:
r==%a-tm, és »r=13%a-}n kifejezéseket dhrazoljuk:

Azonban joval egyszeriibb és csinosabb a kovetkezd mértant
szerkesztés, mely egyszerre mind a két gyokot szolgiltatja.

A (2) egyenlet (z2— ax==0?) ily alakban is irhaté: »(z —a)
— b2, azaz mértanilag értelmezve » és (z—a) oly egyenes vonalak,
melyeknek kiilonbségitk @, kozéparanyosuk b.

Most, ha 4 B=a egyenes vonalon (86.
dbra) mint 4tmérén kort alakitunk, tovabba
BC=b érintét és C ponton keresztil COL
szel6t vonjuk, CE és CD x-nek két gyokeét
képviseli. Mert e szerkesztésben a sikmértan
' B szerint:

86. abra.

CE: CB=CB:CD,
vagy: CE: b=b :(CE—a), (o)
méskeép : (CD +a): b=>b :CD. (®)

Az (2) ardnylatbol: DE (CE — a) =52,

(B)-bol: CD(CD -+ a)=1b2,
ezekbol kitiinik, hogy CE és CD vonalhosszak 2% — ax==50% egyen-
letnek valéban megfeleinek.

A (4) egyenletet (2 — ax=——b?) igy is irhatjuk: = (@ —x)
=52, azaz x és (@ — ) olyan két egyenes, melyeknek Osszegiik = a,
szorzatuk pedig= b2

87. abra. Ennélfogva, ha AB=—a &atmérovel kort
alakitunk (87. abra), tovabbd 4 pontban AC
(iﬂ) S \ =0 merdlegest vonjuk, és CD-t || AB-vel,
E DF-et | AB-re hizzuk, AF és BI'a (4) egyen-
AL jB letnek két gyokét képviselik. Mert az alaki-
e 7 tasnal fogva:
P AF:DF=DF:BF,
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AF:b=b:(a— AF), (o)

maskép : (@~ BF):b—=15: BF. £
Az («) arénylatbol : AF (@ — AF)=b2,
®) « BF (d*BF):bz;

tehdt ugy AF mint BF a sz6ban forgé (4) egyenletnek megfelel.

Egyébirant megjegyzends, hogy azon esetre, ha AC vagyis & > 1 a-nal
CD nem metszi a kort, kdvetkezéleg a négy egyenlet meg sem alakithats, ekkor
csakugyan az egyenlet gyokei képzetesek.

46. §. Az algebra alkalmazisa, néhany meértani feladat
megfejtésére.
1. Osszuk AB egyenest folytonos ardnypdr szerint. (Lasd a
sikmértanban az aranymetszeést.)

Legyen C a keresett osztopont (88. dbra):; 4B-t roviden a-val,
A€ szeletet x-szel jelolvén :

@:r=ux:(a— x) ebbdl:
7= a? — gy, és:

72~ ar=a?,
Megfejtvén e masodfoku egyenletet :
’ a / a? ;
88. 4bra. z-nek tehat ket értéke
2 van; az els6 pozitiv
B és kisebb a-nal. a ma-
_/’ Jecur A . sik ellenben negativ
/ g M E és nagyobb a-nal. Az
/ D\ ¥ Sl
e utébbi érték nem felel
i i ; 1 -
/ BRI meg a foladat kévete-
=L >l o lesének.
¥ G A C B X

Hogy az elss értéket mértanilag abrazolhassuk, vegyiik fon-

toléra, hogy / ta*~-a? oly derékszogi haromszog atfogojat keép-
) ¥

viseli, melynek egyik befogoja: a, masik befogoja: 1 a. Ennélfogva
ha az adott AB egyenes B pontjaban BD merdlegest megszerkesztjik
s ezt §a-val egyenlévé tessziik, AD a foéntebbi gyokmennyisé-
get dbrdzolja. Ebbél azonban meég § a kivonand6. Ezért D pontbol
BD sugarral kort alakitunk, mely AD-t E pontban szeli, lesz:

AE=AD—ED—=A4D — BD — l/%z—f—aﬂ—g, tehat w = A,

|
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Végiil AE-t atvissziik AB-re, lesz AC == AFE. Ezzel a feladatot meg-
fejtettiik. Latnivalo, hogy a szerkesztés a sikmértanban eléadotial
tokéletesen megegyezik.

Az imént hallgatag foltételeztiik, hogy a keresett C pont A
és B pontok kiiz¢ esik. Amde ha a feladatot akkép modositjuk, hogy
C" pont nem A4 és B kozott, hanem A4-t6l balra, tehat 4B egyenes
meghosszabbitdsan keresendd, ¢s hogy AC tavolsig mértani kozép-
aranyos legyen az adott AB és a meghosszabbitott BC' kozdtt :
akkor, ha AC'-t ismét x-szel jeloljiik :

a:r=u:(a-tz), kivetkezbleg »*=a(a4-r), és:

T l/ at+ a?; (2)
z-nek itt is két érteke van, azonban a masodik ismét negativ, kovet-
kezbleg hasznavehetetlen. Az els§ érteket AE egyenes képviseli, és
ez a fontebb szerkesztett AD 4tfogénak a korig valo meghosszabbi-
tasabol ered. Ugyanis:

/s
S AD DR PR R g

Ha tehat AE'-et AB meghosszabbitisira atvissziik, a keresett
(" pontot talaljuk.

Szembetiing, hogy a (2)-vel jelslt pozitiv eredmény szameértékre
nézve tokéletesen megegyezik az (1) alatti negativ eredménnyel ;
szintugy az (1) szdmu pozitiv érték a (2) szamu negativval. Eszerint
az el6bbi feladat algebrai megfejtése az utobbiét is magaban foglalja,
ha t. i. tekintetbe vessziik, hogy » pozitiv értékeét A ponttol jobbra,
negativ értékét pedig ugyanattél halra, that ellenkezd irdnyban
kell kimérni.

Mind a két foladat egybefoglalva igy hangzik : Adva van A es
B pont, keressiink AB egyenes vonalon egy oly harmadik pontot,
melynek A4-t61 valé tavolsiga mértani kézépardnyos AB egyenes
hossza és ugyanazon pontnak B-t6] valo tavolsaga kozott.

Kitiinik ebbdl, hogy az algebra adta negativ érték a feladatot
altalanosabbd teszi, onként elharitvan a megszorito feltételt, melyre
eleinte sziikségiink volt, hogy a feladatot egyenletben kifejezhessiik.

Latnivald tovabba, hogy: ha valamely mértawi feladat algebrai
megfejiésendl az ismeretlen mennyiséy egy adott ponttsl meghatdrozott
trdnyban kimérends tdvolsdgot jelent, iy esetben az ismeretlennek
negativ jeli értéket ugyanezen egyenes vonal ellenkezs irdnyi dgan
kell keresmiink.
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2. Huzzunk valamely adott hdromszigben az egyik oldalhoz
meghatdrozott hosszidsdgd, pdrhuzamos egyenest.

Legyen ABC az adott haromszog (89. dbraj, MN =d a kisza-
bott hosszusag ¢s DE a keresett parhuzamos.

89. 4bra. ABC és DBE haromszogek hasonlo-
B saganal fogva:
\ M AB: AC—DB: DE,
D/ X vagy, ha AB és AC oldalt ¢- és b-vel,
/\T T az ismeretlen AD hosszisagot xz-szel
'_A/L?_ g jeloljiik : b
AR Sl g MR c:b=(c—ua):d, és ebbdl:
D/ 5
__c{b—d)
=

azaz x egyenes a b, ¢ és b-—d vonalhosszak negyedik aranyosa.
A szorkesztést illetdleg CF-et egyenlonek vessziik d-vel és F' ponthol
BC-vel parhuzamost vonunk, ez AB-t a keresett ) pontban metszi.

Ugyanis : AF: AC=AD: AB, vagy :
(b—dy:b=AD:c tehat:
b

Ha most D pontbél AC-vel parhuzamost vonunk, a feladatot
megfejtettik. Mig d < b-nél, x értéke pozitiv, azaz D pont 4 és
B kozott fekszik, amint eredetileg foltételestiik volt. Ellenben, ha
d > b-nél, « értéke negativ, azaz a keresett D pont AB oldal
meghosszabbitisiba esik ; ez esetben » hosszusagot A-t6l nem
B felé, hanem ellenkez6 irdnyban kell kimérni.

3 Huzzunk adott korben adott egyenes wonallal (P@-val)
plrhuzamosan meghatdrozott (p) hossziisagi hurt.

90. abra. Tegyiik 61, hogy AB (90. dbra) a keresett
har, azaz AB || PQ és AB= MN=p.
O kozépponthol P@-ra OG merdlegest

A K_—C—?\ A P htizvan, ez AB hurt G pontban felezi.

/i H : Ugyanezen OG-nek hossza altal AB hur-

1 G‘; 0 ]G nak helyzete is meg van hatarozva.

i p : / ‘ Legyen OG=u, a kir sugara==v, to-

;1’#3 io\ vabba vonjuk QA sugarat, ekkor Pythago-
D ras tétele szerint:

0G2 =042 — 4GS, vagy v =1/ — (jp)?
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Most, ha O ponton keresztiill P’@-val || atmérét (CD-t) hu-
zunk s erre ugyancsak O-tol & p-t, vagyis OH-t kimérjik, és H
végponton keresztiil 4 4’-et 1 CO-ra, végre AB-et és 4’ Bt || P&-val
vonjuk, OG és OG' x értékét abrazoljik, és gy AB, mint 4’5’ hur
a foladal koveteléseinek megfelel.

4. Legyen MN és PR két pdrhuzamos egyenes és ezek tdvol-
sdga p, hizeunk valamely adott O ponton keresztil oly egyenes
vonalat, melynel a pdrhuzamosak kozé foglalt szelete meghatdrozott
(n) hossziisdgt.

91. abra. Tegyiik fel, hogy OK (91. &bra) a keresett
5 egyenes, melynek AK része =mn. Ha O-bdl
4 OB merdlegest vonjuk, két hasonlé harom-
I\ szbg keletkezik, t.i. OCA A 'w> OBK A,
/ \ Kovetkezoleg OB: CB— OK: AK,
p S c\ R vagy ha az ismeretes OB tavolsagot d-vel
YA jeloljiik, d:p=OK:m, tehat :
M / :/ ;‘,l " OK — dn
K DB EL P
e Tt Tovabbd OBK derékszogit haromszighol,

ha KB-t a-szel jeloljik,
\ 2
=+ oxi 0B =11/ () ~e,
. »
vagy : x:i—%l/ ne — p2.
Minthogy x-nek két értéke van, a feladat kétféle modon fejthetd meg.
A gybkmennyiség oly derékszogii haromszog befogojat képvi-
seli, melynek atfogoja = n, mdasik befogdja = p. Szerkessziink tehat
(~b6l, mint kozéppontbol, n-hosszisigi sugarral kérivet, mely MN
egyenest D és I pontban metszi; huzzuk meg CD és CE, majd
ezekkel parhuzamosan OK és OL egyeneseket ; az utobbiak a kivant
egyenes vonalak. Az ismeretlen mennyiség két értékét ugyanis BK
és BL abrazoljak, mert a szerkesztésnél fogva:
BD = ¢/n* — p* és BD:BK—= BC: BO.
vagy, ha az értéket helyettesitjiik :
VYn?—p*: BK=yp:d, és ebbél:

d (s
BEK = _p—V’}’lIQ——pzsz?.

Minthogy x-nek, mint négyzet-gydk mennyiségnek, két egyenls, de
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ellenkez6 jelii értéke van, tehat — BL a keresett egyenes vonal
masodik értéke, Mikor nem fejtheté meg a feladat?
5. Adott egyenlészdric haromszog eqyenlioldalivd alakitands dt.
Legyen ABC (92. dbra) az adott haromszog és ebben AB=—=
= AC; tovabbd BEC az ugyanazon BC alapra rajzolt egyenld
92. abhra. oldald haromszog, melynek £ szdgpontja,
ismeretes oknal fogva, 4D magassigi
vonalba esik; végre FGH a keresett
egyenldoldalu haromszog. Hogy ez utobbit
meghatarozhassuk, H pont fekvését kell
megallapitanunk. Rovidség kedvéért le-
gyen 4D =m, £D = n és az ismeretlen
HD — .. Mmthogy BI)EA e~ FDH
/\-hoz, tehdat BDE/\ : FDH /\ = n?: x2;
amde: FDH/\ = BDA/\, kovetkezdleg:

BDE /N :BDA=mn?: .2 (1)
Masrészt azonban :
BDE /N :BDA /\=mn:m. (2)

az (1) és (2) aranypart egybevetve :
n:ri=mn:m,

és ebbdl: m:]/"mn.
A szerkesztés s igen egyszerii; t. i. 1) egyenesen félkort alaki-
tunk és K ponthol AD)-re KK merolegest vonjuk; ekkor:

DE—/ ADDE— y/mn—1.
Legyen most DH=DK-val és vonjuk HF||EB és HG || EC
egyeneseket. F'GH a kivant haromszog.

6. Seerkessziink meghatdrozott teriiletéc (a2) és  keriileti (k)
devélszogit négyseoget.

Legyen ABCD (93. dbra) a szer-
kesztendd derékszogii négyszog, melynek
¢ teriiletét a>-tel, keriiletét £-val jeloljiik.
Hosszabbitsuk meg a négyszog 4.8 olda-

l lat és tegyiik BE-t egyenléve a négy-
Al ‘”;E":I‘"':B e szdg szomszédos BC oldalaval ; ekkor
AFE =1k FEzen AE vonalon B pontot
akkép kell meghataroznunk, hogy AB.BE=—a? legyen. Most, ha
AB-t x-szel jeléljik, BE =%k — ., tehat:

7 (3 — a)==a* és ebbl x =1k 1/ (}4)* — a2

93. abra.
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E gy6kmennyiség oly der¢kszogii haromszdg befogéja, melynek
atfogoja: 1k, masik befogsja: a. Ennélfogva AE egyenes felezd
pontjan O-ban merdlegest szerkesztiink s erre a=— OF hosszusagot
mérjitk ; tovabbad F pontbol OA sugarral korivet hizunk, mely
AE-t B és B’ pontban metszi. E szerkesztésnél fogva:

0B= 0B — /Gl —a,
kovetkezoleg :
x=A0+ OB és (34 — 2)= A0+ OB;
tehat AB és BE, vagy a mi egyre megy AB'BE’, a keresett négy-
sz6g oldalai. — Mikor nem fejtheté meg a feladat?

Tizedik fejozet.
A pontrdl.

47. §. A pont helyének meghatarozasa valamely sikban.

a) Parhuzamos koordindtikkal.
Valamely sik egyes pontjainak helyét kiilonféleképen hatiroz-
hatjuk meg. A legegyszeriibb modok egyike a parhuzamos.koordi-
natikkal val6 meghatarozas. Ez abban all, hogy a kérdéses pontot

ket — egymast atmetsz6 — egyenes vonalra vonatkoztatjuk. Legye-
nek XX és Y17 (94. abra) ez

94. dbra. egyenesek, melyek egymast - pont-

ban metszik ; tovabba I/ azon

Sy pont, melynek helyét, azaz A.X-

y és A1-hoz valo fekvését megha-

== 1 7@““7!\0 tarozni kivanjuk. Ha M ponton

I o v o keresztiil X" és 1777 egyenesekhe
7 7A /,-E, MP, illetsleg M parhuzamosakat

// {-‘ / vonjuk, ezek 3/ pont fekvését tel-
S M jesen meghatdrozzak. Mert, ha

M@ hosszat 4-t6] kezdve X

~/yr egyenesre, tovdbba MP hosszat

A X-ra atvissziik és az ekkép talalt
£ és @ pontokon keresztiil A1 és 4 X-hey parhuzamosakat vonunk,
ezek egymast M pontban és esakis M pontban metszhetik at, mert
két egyvenes vonal csak egy pontban talalkozhatik.
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M@ és MP, vagy ami ugyanannyl, AP és AQ tavolsagokat
M pont koordindtdinak, AX és AT egyeneseket pedig, melyekre
M pontot vonatkoztattuk. koordinata tengelyeknek mnevezzilk. Az
egyik tengelyt X, a masikat T bettivel szokas jel6lni, ennek meg-
felelsleg az elsst X-tengelynek, az utobbit Y-tengelynek nevezzilk.
Tovabba M@ vagyis AP koordinata mértekszamat x-szel, MP-ét y-nal
jelsljiik és megfeleldleg az eldbbit z-koordinatanak, vagy abscisszdnak,
az utobbit y-koordinatdnak, vagy ordindtdnak szoktuk nevezni. Mind
a ket koordinatit a tengelyek metszd pontjatol, A-tol szamitjuk.
Ezt a pontot ezért a koordinétak kezdd (origo) pontjanak nevezzik.

A két tengelyt egyiittesen koordindta rendszernek nevezzuk.
Ez lehet derék- vagy ferdeszogil, amint a tengelyek derék- vagy
ferdeszogben metszik egymést.

A két tengely a sikot négy részre, azaz negyedekre osztja.
Latjuk tovabbd, hogy nemcsak az XAY, hanem a tobbi harom
negyedben is taldlhato egy-egy pont, amelynek koordinatai a font
emlitett M pontéival szamértékre nézve tokéletesen megegyeznek ;
ezért a koordinatiknak nemcsak szamértékeét, hanem irdnyat is
tekintetbe kell venniink. A két ellenkezd iranyt, tudomas szerint,
4 s — elbjellel fejezziik ki. Nevezetesen az X-tengely azon részet,
mely a kezdd ponttol jobbra terjed, -+ jellel, az ellenkezd irdnyut
— jellel jeldljitk; hasonloképen az T-tengelynek az XX’ folott
fekvs részét -, az ellenkezd irdnyu részt pedig — jellel jeloljik.
Az Y-tengely jobb oldalan az X-tengely folott fekvd negyedet
(XA4Y-t) els6 negyednek, az Y-tengely baloldalan fekvd felsé negye-
det, vagyis X'AT-t masodik negyednek, az X-tengely alatt fekvo
baloldali negyedet (X'AY’-t; harmadik, a jobb oldalit (XA4Y'-t)
pedig negyedik negyednek mondjuk. .

Ezen elv szerint az elsé negyedben fekvo pontok = €s ¥
koordinatai pozitivok, a harmadik negyedbe tartozo pontoknak mind a
két koordinAtija negativ. A masodik negyedben fekvo pontok 2 koor-
dinatai negativok, y-jai ellenben pozitivok, vegre a negyedik negyedbe
tartozo pontok x koordinatai -, y-jaik pedig — jeltiek.

Ha tehat egy pont koordindtai valamely megallapitott tengely-
rendszerre vonatkozolag adva vannak, e pont fekvéseét a fontebbiek
szerint konnyen meghatérozhatjuk.

Igy ha pld. valamely pont koordinatsi X41 rendszerre vonatkozolug
(95. &bra): x==— b, és y = -3, akkor a kezdd ponttol az X-tengely negativ
dgAra D hosszegységet mériink, ezutdn P végponton keresztill a - Y-tengely-
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95. abra. lyel parhuzamost vonunk, s erre 3 egy-

séget mériink ki. Az ekkép talalt M pont

{Y a keresett pont.
M / Tovabba az X-tengely barmelyik
_I; pontjanak y-ja = o. Hasonloképen
il c O az Y-tengely minden pontjanak
XN X a-koordinitija =—o. A kezd8pont
koordinatai tehat z=o0,y=o0.

(c]
—

/yv ' b) Sarkkoordinatakkal.

A sik valamely pontjinak fekvését meghatarozé modszerek
k6z0tt nevezetes még a sarkrendszer, amely gyakran igen célszeriien
alkalmazhato. Lényege a kovetkezd :

Huzzunk a meghatirozandé pont sikjaban egyenes vonalat:
AX-et (96. abra), ezen tiizziink ki egy allandé pontot : A-1, és kossiik

96. dbra. ezt Ossze a kérdéses M ponttal
n AM egyenessel. Ennek hossza és

XAM s26g M pont helyét a sik-

0 ban teljesen meghatarozzak ; mert
ha 4 ponton keresztiil oly egyenest

AL x huzank, mely 4 X-szel a kiszabott

XA Mszdget alkotja és ezen egyenes
vonalra AM hosszisagot kimérjiik, a keresett M pontot megtalaljuk.

Az éllando 4X egyenest sarktengelynek, A pontot sarknak
{polus) nevezziik. A kérdéses M pontnak a sarktél valé tdvolsiga
a vezérsuydr (radius vector) nevet viseli; ezt e-val fogjuk jeldlni,
azaz AM=p. A sarktengely és vezérsugar alkotta szoget sarkszig-
nek nevezzilk és w-val jeldljik. A vezérsugar és az annak meg-
felelé sarkszig kézos néven a sark-koordindtdlh.

A sarksziget illetéleg megjegyzendd, hogy azt a sarktengely-
t6l mindig egyazon iranybhan o9-t6l ©0-ig szamitjuk.

48. § Két adott pont kolesonds tavolsiganak meg-
hatarozasa.

Két pont megadott koordinataibol e pontok egyméstol valo tavol-
sdga is kiszdmithato.
Legyen XAY (97. dbra) a koordinéta-rendszer, melynek isme-
retes hajlasszogét o-vel jeldljiik ; M pont adott koordinatsi:
2y =2PA,y, =MP; N pontéi: z,— AQ, y,= NQ.

A'bel-Lc’my-Po?fkeiz‘: Mértan II. rész. 10
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97, abra. Hogy ¢ pontok tavolsagat meg-

v hatdrozhassuk, kapesoljuk ossze azo-

/N_ kat MN egyenes vonallal, melynek
/

/ hosszat d-vel jel6ljiik ; tovabba huzzuk
_ / N’/ 7R meg M ponton keresztill MR-et par-
X Aly /

Ao huzamosan AX-szel; és alkalmazzuk
/- P & X MERN ferdeszogii haromszogre Carnot

tételét ; lesz:
/ . MN*=MR*+ NR* —
—92MR. NR. cos (MEN).
Minthogy azonban :
MR=PQ=—AQ) — AP=1u, —
NR=N@ — QR = NQ— MP=vy, — 1y,
és : MRBN X = 180%— g (mert N@ || A1) ;
tehat :  d2= (1, — 22+ (Ya — Y )+ 2 (@ — X)) (Y2 — Y1) 05 %
és d= 1/(;2_# 20 )2 = (Yo — Yo )? 4 2 (2 — 1) (Y2 — Y1) €08 9. (1)
Ha a tengelyrendszer derékszogl, vagyis ¢ =900, cos p==o0, tehat:
d= 1/('7”2 —"?1}2_:}" (Y — Y1)? ()
Ez tehat két pont tavolsignak képlete derékszogii koordinata

rendszerre vonatkozolag. Azon esetben, ha az egyik pont a kezddpont-
tal egybeesik, vagyis #, == 0, és g, =0, az (1) alatti képlet ily alakot 61t :

A=Y 75 FyiF 28 pevs o (3)
a (2)-bol pedig lesz:
d=vai4yi, )
A fontebbi képletekben a gydokmennyiség elé - vagy — irhato;
eme kettds elojel ugy magyardzando, hogy a két pont tavolsagat
vagy M-t8l N-ig, vagy pedig ellenkezd iranyban N-t61 M-ig vehetjiik.
Ha a két pont sarkkoordinitdit g,, o, €s gs, w,-vel jeldljik, a
tavolsagot a kovetkezd képlethdl szamitjuk ki:
A= 15} 403 — 2 pu ps €08 (03 — ). )
A fintebbi képletek nemesak az elsé negyedbe tartozé pontokra,
hanem dltaldban bérmily fekvésii pontokra mézve érvényesek.

Feladat. Valamely MN egyenes két végpontjinak koordinatai (=, ) és
(2, 4s) ; hatarozzuk meg az egyenest m:7 ardnyban oszt6 F pont (xy) koordi-
natait. (98. abra.)
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Legyen MdA, PB és
NC mertleges az X-ten-
gelyre; tovabba MD | BP,
PE § CN. Akkor NPE
DD MDP /N és igy:

MP:NP—MD:PE ...
MEERINI =IO AR 6 o o ¥
) és f) ardnyparokbol :
m:n=MD:PE—AB:BC
—=(r—x): (g — 2),
és: M, —- nay
0 == =%
m =0
X Hasonlo eljaras szerint
®) és Y) egyenletekbol:
myy - 1y,
k1 ;

- n

Ha m=n, vagyis P az MN egyenes felez6 pontja, akkor:

ir

L O

L Yl
2

> =

49. §. A koordinatak atalakitasarol.

A koordinita-rendszer valtoztaval a sik egyes pontjainak
koordinatdi is megvaltoznak. Az analitikai mértan fejtegetéseiben
gyakran igen kivdnatos az eredetileg folvett rendszerrél mas,
elény6sebb helyzetii rendszerre attérni. Evégbol tudnunk kell, mikép
lehet valamely pontnak bizonyos rendszerre vonatkozé koordinatait
ugyane pontnak mdis rendszerre vonatkoztatott koordinatai altal
meghatirozni, mit roviden a koordinatak dtalakitdsinak neveziink.
Ezen atalakitis termeészetesen csak akkor vihetd véghez, ha az uj
rendszernek helyzete az eredetihez képest ismeretes.

99, abra.
+ 1Y/

e .tX’

— ____&X

Mi csak az egyszeriibb és
gyakrabban el6fordulé atala-
kitdsokra szoritkozunk. Ezek
a kovetkezok :

A) A koordindtdknak mds,
az elébbivel pdrhuzamos rend-
szerre vald dtalakitdsa.

Legyen XAY (99. &bra)
az eredeti koordinita-rend-
szer, melyre vonatkozoélag a
siklap valamelyik M pontja-

10*
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nak koordinatait wx, y betiikkel jeloljik: AP—=wx, és MP=y. Az
uj rendszer kezdd pontja legyen A’, tengelyei A X és A'Y az
elébbi rendszer megfeleld tengelyeivel parhuzamosak.

Az uj rendszer helyzetét kezdd pontjanak (4’) koordinatai
hatédrozzak meg, ezeket a és b-vel jeldljik meg, azaz AB=—ua és
A’B=="0. M pont koordinatai az 1j rendszerben z’ = A'Q) és iy = MQ.

Feladatunk abban all, hogy M pont eredeti (z,y) koordinatait
az 1j rendszerbeli (#'y’) koordinatakkal és a,b mennyiségekkel
kifejezziik. Nyilvanvald, hogy :

AP=AB -+ BP és MP=MQ -+ QP vagy:
x=q-+2, y=b-4vy. I.

E képletek derék- és ferdeszogii péarhuzamos rendszerekre
egyarant alkalmazhatok. _

B) Derékszigts rendszernek ferdeszigi rendszeré valo dtalakitdsa.

(100. 4bra.) Legyen XAY (100. abra)

+Y /&Y' az eredeti derékszogii rend-

szer, melyre vonatkozolag

M pont koordindtait ismeét

x, y-nal jeldljikk, vagyis 4P

= és MP=y. Az 4j rend-

szer tengelyei AX' és A1

%X ugyanazon A kezdSpontbol

indulnak ki; ezekre vonat-

kozolag M pont koordinatai :

AQ=2x' é6s MQ—=1y'. Az uj rendszer helyzetét azon két sz0g

altal hatdrozhatjuk meg, amelyeket AX’ és AY’ tengelyek a régi

AX tengellyel befognak. Roévidség okaeért legyen XAX' I =o és
XAY ¥ =¢.

Feladatunk ismét az, hogy M pont régi koordinatait (x,y-t)
az uj x,y" altal és «, P szdgek fiiggvényei altal kifejezziik. Evégett
yonjuk @ R-et parhuzamosan 4 Y-nalés @S-et || 4 X-szel. Latnivalo,hogy:

AP= AR RP és MP= MS--SPF.

Amde AQR derékszogii haromszigben :

AR=AQ .coso és QR = SP=AQ.sin«,
vagy: AR=ucoso ¢s SP=ua'sin .

Hasonloképen M@QS derékszogli haromszogben, melynek MES
szoge = [ :

QS = RP=MQcosp és MS= ME)sinp,

vagy: RP=y cosp és MS=1y sinf.

R P
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Helyettesitve a talalt értékeket,
7= cos o~y cos B.\
y = sina—y sinB. |
E képletek alkalmazdsakor ne feledjiik, hogy « és f§ szogek mindig az
eredeti X-tengely pozitiv 4gitél a régi Y-tengely pozitiv dga felé szamitandék.
Azon esetre, ha az 1j rendszer is derékszogl, az utébbi (IL.) képletek
annyiban véltoznak meg, hogy ekkor §==90°-«, tehat sin ==—cos « és cos
= — sin a, kovetkezdleg :
x=2a" cos a—y sina)
Wi sy a+;’ c0s a} 15
E képletek alapjan egyik derékszigi rendszerrél olyan mdsik derékszo-
giire térhetiink 4t, melynek + X'-tengelye a régi - X-tengellyel a szoget zar be.
Az L és 11 szamu képleteket egybevetve is alkalmazzuk olyankor,
ha derékszdgii rendszerrdl oly ferdeszogiire kell attérni, melynek mds
kezddpontja van. Els6ben t.i. a derékszogl rendszerrdl parhuzamos
tj rendszerre tériink At, ezt azutin ferdeszdgiire valtoztatjuk. Ez
egyszerre megtérténhetik a kiovetkezd egybevetett képletek alapjan:
z=a-+ cos a1y cos 8.1 1
y=b-t+a sin ady sinf. |
C) A derékszigii rendszernek sarkrendszervé vald dtalakitdsa
S 28
Vil 101. 4bra. Legyen XAY (101.
3y abra) az eredeti derék-
I sz0gli rendszer, F a

II.

M. sarkrendszer sarkpont-

/l ja, FZ a tengelye. A

} //Z siklap M pontjanak
,_Lf”fj" = derékszogtli koordinatai:
AW g w0 AP=ux ¢s MP=y,

o o ' sarkrendszerbeli koor-

O ! I
LS | X Qinatai: FM =, ZFM

| { : ¥ =w. F sarkponton
keresztiil huzzunk A4X tengellyel parhuzamost, azaz FX’| 4X. Az
j sarkrendszer helyzetét a sarkpont derékszogii koordinatai 4B =
a, FB=0>b és X'F7Z =« szig hatarozzik meg.
Nyilvanvalo, hogy:
#=AP=AB-}+ BP=a-}+ F(.
y=MP=MQ+ QP=05b- M.
F@Q és M@ hosszusigokat MFG hiromszoghdl hatarozzuk
meg. T. i.:
FQ=FN. cos QFM és MQ=— Fil. sin QFM.
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Azonban QFM y =oa—| o, tehat:
FQ=0p cos (x+ o) és MQ=p sin (» 4 o) kovetkezdleg :
x=a-}p cos (“+“’)‘k v
y=b-o sin (x4
Azon esetre, ha a sarktengely az X-tengellyel parhuzamos,
=0 €S: |
r=a-t-p cos .|
y:b—l—g sin . | W)
Es ha még ezenkiviill a sarkpont az eredeti rendszer kezdd
pontjaval egybeesik, tehat e =b==o0, akkor:
i T A )
T=p 51N .}
Midén megforditva a sarkrendszerrdl oly derékszogt rendszerre
kell 4ttérni, melynek X-tengelye a sarktengellyel, kezdSpontja a
sarkponttal egybeesik, az utébbi (IV. b) egyenletekbél p-t és w-t
és y fiiggvényekép kell kifejezniink. Evégbol az emlitett egyenleteket
négyzetre emeljik és Osszegezziik; lesz:
a2 fyt=02 (sin? o cos?® v)=03
tehat : o=1 2y
Ugyanazon egyenletekbél osztds utjan ered: ty m:%, amint

ez az abrabol kozvetlenill is kiolvashaté.

50. §. A vonalak egyenletei A két valtozot tartalmazo
egyenletek mértani jelentése. A vonalak osztalyozasa.

Tudjuk mar, miképen lehet a pont helyét a siklapon megha-
tarozni; vizsgaljuk meg most BMC gérbe vonalat (102. 4bra), a
melynek minden pontjat XAY tengelyreéndszerre vonatkoztatjuk.
Latnivalo, hogy minden xz-koordinatanak meghatarozott hosszisaga y-
koordinata felel meg. Igy A P abscisszanak M.F ordinata, AP abscissza-

, nak M’ P’ ordinata stb. Viszont MP ordi-
102. abra. . ] . o

y / natahoz A F abscissza stb. tartozik. Vila-

gos ebbol, hogy a goérbevonal barmely

LMy
; M//;,T ‘/NM'" pontjanak koordinatai kolestnos Ossze-

A / /.J" ] !/' X fliggésben vannak, azaz matematikai
ZTp ol propw nyelven szolva: az egyik a masiknak
g/ ¢ féggvénye (funkcio-ja). Ha e fiiggvény

™ dllandd, azaz ha az abscissza és ordi-
f nata kozti Osszefiiggés a gorbe vonal
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minden pontjara nézve valtozatlan, akkor ez &llandé Osszefiiggést
kifejez6 egyenletet Descartes szerinl az illetd gbrbe vonal egyenle-
tének nevezziik. Valamely vonal egyenlete tehdt azon dllands dssze-
fiiggés Fkifejezése, amely e vonal minden eqyes pontjdnak osszetar-
toz6 koordinditdwa mdzve dll. Ez Osszefiiggés pedig csak ugy lehet
allando, ha a vonal szabdalyszeriileg, azaz torvény szerint alakult,
amelynek alapjan azt akarhinyszor tdjra eldallithatjuk tgy, amint
eredetileg adva volt. Valamely vonal egyenlete tehdt csak akkor
allapithaté meg, ha a vonal szerkesztésének torvénye, vagy kelet-
kezésének modja ismeretes.

foy pl. tudjuk, hogy a koérvonalnak az a tulajdonsiga, hogy minden
pontjdnak a tavolséga a kozépponttél allandd, azaz egyenld a sugirral. Ha
tehat a korvonal barmelyik pontjanak a koordinatdit x, y-nal, kdzéppontjinak
a koordinatait «, -val, és a sugarat -rel jeloljik, ekkor ez egyenlet:

V(e —of +(y — B =7, vagy :

(z— Pty —Fp=r2 ... (1)
az elébb emlitett tulajdonsagot fejezi ki; ezen egyenlet tehata korvonal min-
den pontjara nézve érvényes, s igy a korvonalat képviseli és a kor egyenleté-
nek nevezhets. (Hogyan valtozik a kérnek ezen egyenlete, ha a kbzéppont
valamelyik tengelyben van, és ha a kezddpontban van?)

De valamint minden szabalyszerti vonal egy egyenlet 4&ltal
képviselhetd, ugy viszont miinden egyenletnek, wmely ket wvdltozdt
(r-et és y-t) foglal magdban, bizonyos vonal felel meg. E vonalat
az egyenlet mértani helyének nevezziik. Ugyanis, ha a szoéban forgd
hatarozatlan egyenletet a két ismeretlen mennyiség egyikére, pl.
y-ra vonatkozolag megfejtjiik, az y értéeket kifejez6 képlet az ismert
mennyiségeken kiviil még a masik » ismeretlent is magaban foglalja ;
y értéke tehit mindaddig ismeretlen marad, mig az -ét meg nem
allapitjuk. De ha 2-nek meghatirozott értéket adunk, akkor w
értéke, illetéleg értékel is meghatarozvak. Mégpedig x minden érté-
kének egy, két, hirom stb. i felel meg aszerint, amint a kérdé-
ses egyenlet y-ra vonatkozolag els6-, mdasod- vagy harmad- sth.
foka. Tovabba: = értékének valtoztaval altaldban y-nak megfelelé
értéke vagy értékel is valtozni fognak. Ennélfogva, ha 2 és y két
Osszevald értékét a sik valamelyik pontjanak koordinataiként tekint-
juk: az emlitett egyenletnek nem egy, hanem szamtalan pont felel
meg, amelyeket sorra ugy talalunk meg, ha az abscisszaul vett »-nek
érteket fokozatosan valtoztatvin, a megfeleld y-okat az egyenletb6l
kiszamitjuk és a folvett koordinata rendszerre attessziik. A talalt
pontokat egyenes vonalakkal Osszekotvén, tort vonal szarmazik



152

ugvan, de ez annal kevésbbé kiilonbozik bizonyos girbe vonaltol,
minél fokozatosabban valtoztattuk x-nek évtékét. Ha tehdt x-et
— 00-t6l - 00-ig  folytonosan nivesztjilk, a tort vonalbol olyan
tulajdonsagt gérbe vonal valik, hogy minden egyes pontjanak
koordinata parja (r,y) a tobbszor emlitett egyenletnek megfelel.
Ezek szerint a ket ismeretlen mennyiséget tartalmazé egyenlet
eqyenes, vagy govbe vonalat jelent.
fey az (2 — @)+ (y — f)2 =1+, vagy kifejtve w2 y?—2ax — 20y
(et B2 — =0 ... (2) egyenlet kort jelent. s minden ilyen alakii masod-
fokt egyenlet kort fog jelenteni. Az ilyenféle egyenlet altalinos alakja :
w22t ar by - c=o.
Ha az a*+4-axz &s y?-+ 70 w-et teljes négyzetté kiegészitjik arzaltal, hogy az
egyenlet mindkét oldalahoz L; es %Z»ethozzéadjuk, ezt az egyenletet nyerjiik :

("” o ;i)z“i‘ (’.’/ 4 g_) == ‘g—}—lg =

@
De ezen egyenlet teljesen megegyezik az (1) egyenlettel, ha = 5 o0
b 2 2

P=—g szamokat a kozéppont koordinatainak és +2 :;L oL értéket a kor

sugaranak tekintjik. A kor tehat kénnyen szerkeszthetd.

A ,vonal adott egyenletéb6l a megfelelé vonal tulajdonsagait is fel lehet
keresni. Igy megallapitjuk pl. azt, vajjon a vonal végtelenil elnyilik, vagy,
hogy hatarolt-e ? Végtelenbe fog terjedni, ha pl. x-nek mind nagyobb értéke-
ket adva, ¢ értéke is végteleniil novekedik. Vagy megallapithatjuk azt is, vajjon
vannak-e e vonalnak olyan pontjai, melyek a koordinata-tengelyekben fekiisz-
nek ? Ezt Ggy tudjuk meg, hogy akér ., akar y helyébe o-t helyettesitiink, és
a megfeleld -t vagy x-et keressiik. Ha ezek az értékek realisok, akkor allit-
hatjuk, hogv a vonalnak vannak ilyen pontjai.

Minthogy az egyenletek kétfélék, t. i. algebraiak és tdllépik
(transcendens): a vonalak is megfeleléleg két csoportra oszthatok,
u. m. algebrai és tilléps (transcendens) vonalakra.

Az el6bbieket ismét els6-, masod-, harmad-, .....#n-ed ren-
diiekre osztjuk aszerint, amint megfeleld egyenletiik a valtozo
koordinatakra nézve els6-, masod-, harmad-, ..... n-ed foku.

Ezen osztalyozdsnak csak tigy van értelme, ha a vonal egyen-
letének foka az illetdé koordindta rendszert6l teljesen fiiggetlen,
maskiilonben annak valtoztaval a rd vonatkoztatott vonal egyenletének
foka is megvaltoznék. Is csakugyan a megelézé §-ban Kkifejtett
szerkesziési képletek mind elsdfokiak; ha tehat valamely vonal
egyenletében » és y helyébe az idézett §-ban foglalt értékeket
tesszilk, az egvenlet foka ezen helyettesités folytan nem vaitozhatik,
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azaz a vonal egyenletének foka nem a rendszertél, hanem csak a
vonal sajatsagaitél figg.

A gorbe vonalak koziil itt csak a mdsodrendiiekrl szolunk,
vagyis azokr6l, melyeknek megfeleld egyenletiik masodfoku.

Tizenegyedik fejezet.
Az elsorendid vonalak.

51. § Az egyenes vonal egyenléte.

Keressiik KL egyenes vonal egyenletét. Hogy e foladatot
dltalanosan megfejthessiik, a nevezett vonalat XAY (103. dbra)
ferdeszogii tengely-rendszerre vonatkoztatjuk, melynek tengelyei

103. 4bra. KL-et B, illetbleg € pontban
2 szelik. Rovidség kedvéért legyen

XAY X =09, XBK ¥, vagyis az,

melyet KL a pozitiv X-tengely-

lyel alkot—=ua-val, tovabba az

X-tengely AB szeletét m-mel és
~» az JY-tengely AC szeletét [-lel

X S, La
/ A/ PP P jeloljiik. KL egyenes M pontjanak
2 koordinatdi: AP=—z, MP—y,
/ M pontéi: AP =o', M'P' =1y’ stb.
v

Elsé pillanatra szembetiinik,
hogy BMP /\ «» BM'P )\ < BM"P’ stb. ; ennélfogva :
MP  MpP M'P’
BP~ BP T BP" T
LA s A IR
m—tx  m—a mfx
Szoval az egyenes vonal birmely pontjanak ordinatija és m-mel
megtoldott abscisszdja kozt 4llando értékii arany van.
Ezen &llando ardny eértékét ABC A-b6l meghatirozhatjuk :
ugyanis ABC /\ «» PBM /\, tehat:
MP  AC !
BP = 4p Va8yis:
Yy ! 1)

- m

. . vagyis:
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Es ez az adott egyenes egyenlete, mert e kifejezés nemcsak
M pontra, hanem KL egyenes barmely pontjira nézve érvenyes.

Fejtsiikk meg az egyenletet y-ra _vonatkozolag, lesz:

l
minthogy ABC /\-ben a sinus tételnél fogva:
l UM o

m T sinle— 2

az egyenes vonal egyenlete igy is irhato :

x 1.

Ha « allandé egyiitthatojat, melyet trdnyhatdrozénak nevezink,
roviden k-val jeloljitk, azaz:

simo

sin(p—a)

IR o

Y= il — %)

bl

az egyenes egyenlete ily alaku:

y=rkux-1 3)

Itt % és | dllands, x és y ellenben wdltozo mennyiségeket
elentenck. Ugyanis z és y a pantonként valtozo koordinatakat,
k 6s | pedig azon 4allando mennyisegeket képviselik, melyek az
egyenes ‘vonal fekvéseét hatdrozzédk meg.

Ha a koordinita rendszer derékszogii, vagyis o ==90°, sn
(¢ — a)==cos =, tovabba:

SiN o
— — — :l‘ )
£ sin (900— =) 1
és az egyenes egyenlete:
y=tgr.x41L 4)

Az emlitett KL egyenes a - I-tengelyt ¢-nél kisebb sz0g
alatt metszi, és az Y-tengelynek pozitiv részét szeli at. Amde az
egyenlet alukja akkor sem valtozik, ha « szdg (mindig a pozitiv
X-tengelytél szamitva) nagyobb o-nél (lasd OF egyenest a 104.
abraban), vagy ha az egyenes az T-tengely negativ égat metszi
(mint példaul RS, vagy TU ugyanott).

Errél konnyen meggyozodhetiink, ha OP, RS sth. egyenesek
egvenleteit a font eléadott mod szerint tenyleg kifejtjik. Az 1]
egyenletek t. i. alakra nézve tOkéletesen megegyeznek a fontebbiek-
kel, csupdn % és l-nek elgjele tér el az elobbitdl.

S
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104. abra. Nevezetesen, ha a szdg < ¢-nél,

[y akkor % pozitiv, ellenben, ha « > ¢-nél,

akkor £ mnegativ jelt. Awmi l-et illeti,

0 EN [ <Y ez pozitiv vagy negativ aszerint, amint

s a kérdéses egvenes az Y-tengely -
4 vagy — részét metszi.

_ I ' Ha tehat & és ! bettk az dllan-

’ //" AII 2 “\\ Vi oy déknak csak szamértékeit jelentik, akkor

: i a kilonb6zo helyzetli egyenes vona-

/ \ .II \ laknak ily alakt egyenletek felelnek
L 4 p meg :
&5 KLegyenesvonalegyenlete:y—  kx--L.

o ,/"' or « « « y==—la—L.
> / Y RS « « « y= lhax—L.
Y' TU « « « y=-—kx—I.
Tovabba, ha az egyenes egyenletét (y==4kxz--{) llel osztjuk
és az x-es tagot az egyenlet hal oldalara helyezziik:

e RN
R
am a fontebbiek szerint:
i = k, kovetkezdleg Zi:i,
m l m
tehat az egyenes egyenlete ily alakban is irhatd:
Yatet-Eu
h T m ¥

Ez alak azon oknal fogva nevezetes, mert a tengelyrendszer
hajlas-szOgétol teljesen fiiggetlen.

Mindezekbol 1atnivalo, hogy az egyenes wvonal egyenlete mind a
két koordundtdt lletsleg elséfokvi; ezért az egyenes vonalakat elsd-
rendii vonalaknak nevezziik.

Viszont menden elséfoki egyenlet, mely két vdltozdt foglal magd-
bam, egyenes vonalat képvisel, mert az ily elséfoku egyenlet dltalanos
alakja ez:

Ay+ Bz -+ C=o0 b)
ebben A, B, € barmily értékii és jelil, redlis és alland6é szamokat
jelenthetnek.

Most, ha az egyenlet minden tagjat A-val osztjuk, lesz :

y—l—%r—}——j—: 0 és y=—jimw—~j—, vagy roviden :

y = kr -1, hol——-%=kés———f{~=3.



Azonban barmi legyen #4-nak és [l-nek értéke és elbjele,
annyi kétségtelen, hogy % oly szognek a tangenséiil tekinthetd,
melyet valamely egyenes a derékszogii koordinata rendszer 4 X-ten-
gelyével befog, | pedig az Y-tengely elvigott szeletét jelentheti;
kovetkezéleg a fontebbi egyenlet () csakugyan egyenes vonalat
jelent.

H2. § Az egyenes egyenletének taglalasa.

1. Minthogy az egyenes egyenlete: y=/Aax|1 két allando
mennyiséget foglal magiban, az egyenes fekvésének meghataroza-
sara két feltétel suziikséges. Ez teljesen egyezik az eleml mértan
ama ismeretes tételével, melynek értelmében az egyenes fekvését
két pontja hatirozza meg.

Magatol értetédik, hogy az emlitett &llandok ¢4,7) mindaddig
hatarozatlanok, mig az illetd egyenes vonal fekvése nincs meg-
allapitva.

2. Ha /=0, az egyenes a kezdéponton megy keresztill és
egyenlete ily. alaku: y =4z Ttt csakugyan z==o-nak y=o felel
meg ¢s ezek a kezddpont koordinatii. Kz egyenletben mér csak
egy hatdrozatlan mennyiség van, 4 ; ennélfogva a megfeleld egyenes
helyzetének meghatirozasira csak egy foltétel sziikséges.

3. Mikor az egyenes az X-tengellyel egybeesik, a=0 ¢és
=0 tehdat:

S %

— sin (p—=) =

és igy az X-tengely egyenlete: y==o0; ez kiilonben is vilagos,
mert az X-tengely minden pontjanak ordinatdja==o0. E tulaj-
donsdg azonban csak az X-tengelyt illeti- meg.

4. Ha az egyenes vonal az X-tengellyel parhuzamos, «x=o,
tehdt k==c¢,ésy=1, vagyis az egyenes minden pontjanak ordina-
tdja==1, ez a péarhuzamossig természetes kovetkezménye.

5. Az egyenes 3) egyenletében :

S0 o /
8in ((p — %) m
tehat l=/km, és y=4hx+im:
ennek kovetkeztében az egyenes egyenlete igy is irhat6:

= % — . 6)




-y

\

6. Ha az egyenes az Y-tengellyel egybeesik, x =1¢ és m =0,
tehat :

_ sinp  sme
sim(p—9) o
Y

kovetkezeskép az Y-tengely egyenlete: o= —5 =09, €z mar magi-

== €2 P
9

ban is vilagos, mert az ¥-tengely minden pontjinak abscisszaja =o.
7. Végre, ha az egyenes az Y-tengellyel parhuzamos, vagyis

L=10:

__ simg
sin(g—a)
kovetkez6kép : x=—m, és ez oly egyenes vonal egyenlete, mely

az Y-tengellyel parhuzamosan haladva az X-tengelyt — m tavol-
sdgbhan metszi.

h3. § Az egyenes szerkesztése.

Az imént eldadottak alapjan barmely adott egyenes vonalhoz

a megfelelé egyenletet folkereshetjitk; most viszont megkisértjik a

megadott egyenlet alapjan a hozzi tartozé egyenest megseerkeszteni,

Az egyenes vonal helyzetét két pont hatdrozza meg; folada-

tunk tehat abban 4ll, hogy az egyenes két pontjdnak koordinatait

meghatirozzuk. Legcélszeriibb az egyenes ama két pontjat meg-

hatarozni, ahol a két tengelyt metszi. E pontok koordinatiit igy
taldljuk meg:

105. abra. Legyen pl. y=2x —4 az adott

y egyenlet XAY rendszerre vonatkozolag.

/ K (105. abra). A keresett egyenes és az

/ X-tengely kozos metsz6 pontjanak ordi-

X! A/ 12 X natija y==o0, és ha a fontebbi egyen-

. letben y-t o-nak vessziik, megkapjuk a

‘) hozzé tartozo abscisszat, ez t. 1. x = - 2.
Hasonlokép hatarozzuk meg az 117

L/ Y’ tengelven az egyenes metszopontjat is.
Erre vonatkozolag: z=:0 és y=—4.

Ha tehat a kezddponttol A1 tengelyre 2 hosszegységet, a negativ
Y-tengelyre 4 egységet kimériink és a két végpontot Osszekapesol-
juk: az adott egyenletnek megfelels egyenest nyerjiik.
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Legkonnyebb a szerkesztés azon esetben, ha az egyenes vonal egyenlete
ily alakban van adva:

106. abra. Y| /K L, e B,

==

mert itt 7 és m kozvetleniil a tengelyek
elvagott szeleteit képviselik,
Legyen példaul valamely egyenes

egyenlete :

& = o

7
X! __/ ;X_*A_ =1y X Wi B
/ " = o 17
; £ | (2] 2
/ itt a -+ Y-tengelyre 5 hosszegységet a
L( y! — X-tengelyre 2 egységel mériink fel,
amint a 106. 4bra mutatja.

Van azonban egy eset, mikor az eldadott szerkesztés haszna-
vehetetlen, t. i. akkor, ha az egyenes a tengelyrendszer kezddpont-
jan halad at, mert ekkor a két atmetszo pont egybeolvad. Ez eset-
ben az egyenes vonalnak csak egy pontjat sziikséges meghatarozni ;
tegyiink tehidt x helyébe az egyenes vonal adott egyenletében vala-

mely alkalmas értéket és keressik a
107. dbra-  yegfeleld y-t.

Példatl az egyenes vonal egyenlete:
y=— 4z Legyen x =3, ennek y—4 felel
meg. Most, ha a -~ X-tengelyre a kezddpont-

| 1 2 2’/ X tol 3 hosszegységet kimériink és a talalt veég-
oA ponton keresztiil az Y-tengellyel parhuzamost

" \j vonvan, erre negativ irdnvbhan 4 egységet

|

K,

{ mériink és a végpontot a kezdéponttal ssze-
Y' \L kapcsoljuk, a kivant egyenes vonalat kapjuk,
mely az adott egyenletnek megfelel (107. abra).

54. §. Foladatok az egyenes vonalrol

1. Szamitsuk ki valamely egyenes egyenlele alapjin (y = kz
1) azon sziyet (x), melyet az egyenes & pozitiv X-tengellyel befoy.
Az el6bbiek szerint az irdnyhatarozo:
. sma
= sin(o— %)’
itt ¢ a tengelyrendszer hajlasi szogét, « pedig a kereseft sziget
jelenti. Ezen egyenletbdl kovetkezik, hogy:
ksin(p— a)=sina,

vagy: T (3090 © ¢08 00— €0 @ SN &) == SIN %3

S
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cosa-val osztvan, lesz:
k(sino — cos plga)=tyx
és ebb6l ha fgo értékét keressiik,

E képlet « szbget teljesen meghatarozza. Ha a tengelyrendszer
derékszogll, ¢ =90°, tga=*~.

9. Két egyenes vonal adolt egyenlete alapjdn hatdrozzuk mey
azok metsedpontjdt.

A metszépont fekvését a megfelelé 2"y’ koordinatdk hata-
rozzak meg. Az adott egyenletek a kévetkezok :

y=kx-+t1, és y=k 247,

itt £,0 és £',1 ismert mennyiségekiil tekintendok.

Minthogy a metsz6pont a két egyenes vonalnak #kdzds pontja,
koordinatai megfelelnek mind a két egyenletnek, azaz:

y=kr'+1 ¢és y=kaz {7,

ezekbol
UV—1 , K —FkI
— YT E =7

Azon esetre, ha k==F, azonban ! kiilonb6z6 -t6l : x =00 és
y' =000, azaz a két vonal hatartalan tavolsagban taldlkozik egy-
méssal. kiz magaban is vilagos, mert ha £=1#%', a megfeleld hajlas-
szogek (a és o) is egyenldk, tehat a vonalak parhuzamosak.

3. Keressiik az egy adott poniton dimend eqyenes vonal egyenletét.

Az adott pont koordinatai: =’ y'. A keresett egyenlet ily alaku:

y=kx - 1: )
itt azonban £ és! egyel6re ismeretlenek. Minthogy az egyenes vonal-
nak az adott ponton kell keresztiil mennie, e pont (=', ¥’) koordinatai
szukségkép megfelelnek az egyenes fontebbi egyenletének, azaz:
Y =l 1. ‘ @)
A (2) egyenletet az (1)-bél kivonvan, a kivant egyenletet kapjuk, t. i.:
y—y =kx—a).

Itt £ még hatarozatlan, azaz % értékét ezen egyenletben tetszés
szerint vehetjiik fel; és ez igen természetes, mert egy ponton keresz-
til szamtalan kilonb6z6 iranyt egyenes huzhato.

4. Keressiik a két adott ponton dtmend egyenes vonal egyenletér.

A két adott pont koordinadtai legyenek ' y' és a” y’. Az
egyenes altalanos egyenlete:

y:]x};?‘?‘-'—l. (1)

;)’:’ =
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Minthogy az egyenes mind a két ponton atvonul, tehdt:
Yy =ka' 1. 2) bsy” =kx" +1. 3)
E két egyenleth6l 4 és 7 értékét a szokott médon kikereshetjitk és
(1) egyenlethbe helyettesithetjitk. Rovidebb azonban a kivetkezd it.
Vonjuk ki a (3) egyenletet a (2)-bol, lesz:
y/ q - :Z/” —— k (Q,:I_ x//)
és ebbol :

Ezutan vonjuk ki a (2) egyenletet az (1)-bél, lesz:
y -y =k@x—ux),
k helyébe fontebbi értékét tevén, megkapjuk a kivant egyenletet:
(7 7
Yy — ?/, N t;//'__ay://’ (x—xl)v ﬂl)
(y—y) (¥ — =)=y —y") (x — ).

Ezen egyenlet semmiféle hatérozatlan mennyiséget sem foglal
magaban ; és ez természetes, mert két adott pont az egyenes fek-
vését teljesen meghatarozza.

b. Mily foltétel mellett hazhatunk hdrom adott ponton keresztiil
egyenes vonalat ¢

A hirom pont adott koordinatdi: «/, ¢/, 2", y”, és 2", y”,

Az el6bbiek szerint az els6 és mdasodik ponton Atmend egye-
nes egyenlete :

vagy:

I_ 174
y—y =" @ —w). @)

x —
Most, ha ezen egyenes a harmadik ponton is keresztiil megy, az
utobbinak (¥’ x”’) koordinatdi sziikkségkép megfelelnek (3) egyen-
letnek, azaz (3) egyenlet akkor is helyes, ha az altaldnos koordinatik

17 1

helyébe " y'"-t tesziink, vagyis :

'3 17
1774 ! ?/ Z/ A1 4
Y=y = (2 — ),

e Ly

vagy :

217 12

y _y’-—x/l___xl
Py =
Ezen egyenlet csupa ismert mennyiséget foglal magéban, és
vildgosan kifejezi a keresett foltételt, melynélfogva :
Hdrom pont csak akkor esik ugyanazon egqyenes vomalba, ha
abscisszdik kiilonbségel o megfelels ordindtdk kiilonbségeivel egyenls
ardny daok.
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6. Két eqyenes vonal egyenletei alapjin hatdrozzuk meg az ¢
vonalak dltal befogott szoget.
Legyen BC és DE (108. 4bra) a

108. abra . ket egyenes y=kr—+1 és y==~ x4V
D Y az adott egyenletek, melyek XA de-
\ B rékszogi rendszerre vonatkoznak. Rovid-
\f}ﬂ/ ség kedvéért a két egyenes alkotta CMLE
A /-’-"'-\'\\ szoget w-val, BFX szbget a-val és DGX
4 \ szOget (-val jeloljilk. % mint kiilsészog
W m A \ X =0, 65 0=f—a, kivetkezileg
- ZF | G\ tgo =19 (@ — «),
o tg B —tg o
3 : By o == 1t igptga
Iy 4mde tgp=1F, 65 tgu="F, tehat:
tgo—= A
1 —}— ik’

e képlethél a kivant szdg konnyen kiszamithato.

Ha k=1F#, akkor tgw=0, tehat w=o0, azaz a két egyenes
parhuzamos (ldsd a 2. pontot).

Ha a két egyenes meréleges egymésra, akkor =900, tehat
lgw=00 és igy:

B —Fk
1 RRE T

Az utobbi tort esak ugy lehet oo, ha nevezdje: 1 - ki =,
szamlaloja pedig o-tol kiilonbozo. De az utobbi oltétel mar az
eldbbibél foly, mert azon esetre, ha & — & =0 vagyis k=12, a
nevez6: 1-4- 4k =1 %% nem lehet —o.

A két egyenes vonal tehat — a derékszigii tengelyrendszerben
— akkor all merdlegesen egymésra, ha 1 -} k% =o, vagyis, ha:

109. 4bra. ]c’—-_———-;c— vagy k= A~7‘1—,

7. Hatdrozzuk mey eqy adott
pontnak (x' y’) valamely adott egise-
nestdl (y == kx:—1) vald tdvolsdgdt.

Egyszeriiség kedvéért te-
gyik fol itt is, hogy a tengely-
" rendszer derékszogii. Erre vonat-
kozolag legyenek az adott M pont
(109. dbra) koordinatai: a’, ¥’ és

Abel-Levay-Polikeit : Mértan 1L rdsz. 11
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az adott BC egyenes egyenlete: y=rhx 1 (1). A keresett tavol-
sag nem egyéb, mint az M pontbol BC-re htizott merdleges egyenes
hossza: MD. Ennek meghatarozisa végett keressiik elébb az M
ponton itmené egyenes egyenletét.
Ez a 3. p. szerint:
y—y =k (r—2)

Most, ha ezen egyenes BC-re merbleges, a megelézd pontnal fogva:

A

s, k )
kovetkezéleg MD merdleges egyenlete :

y—y’=——;c—(w—x’). (2)

Minthogy tovabba a merdleges talppontja (D) mind a két egyenesnek
kozos pontja, tehat D pont koordinatai (" y"”) mind a két egyenes
egyenletének megfelelnek, azaz:
yllzkxll+l(3) éS y/I _yI:_]‘?(xl/ d
ebb6l 2/, %” konnyen kiszamithato.
Amde célunk: DM (p) thvolsigot meghatdrozni; ezt pedig
a 48. § eme képlete alapjan tudjuk meg:
p=V @ — AP — Y 5)
Latnivalé, hogy foladatunk megfejtése csak az (' —a") és (y'—y")
kiilonbségek kiszamitasat kovetell. ' Evéghdl a (3) egyenletet ily
alakba ontjik:
y/l 'ylzk(xll__wl) _y/+kxl+l
és ezt egybevetjiikk a (4) egyenlettel; ezekbdl
k@ —kx — 1), y — kx' — ¢
T ) D O PRI ey R VS Fratale s A e, =l e L,
i &1 S R
ha ez értekeket az (5) egyenletbe helyettesitjik, lesz:
o2 P BTy T
1t (5 day 5 (et i) =2k i
G e s S e
oy — ko’ —1
p=-t Al < (6)
Y1+ &
Minthogy p negativ nem lehet, a ket eldjele koziil csak annak van
helye, melynek - jelit p felel meg. Midon tehat a tort szamlaloja
pozitiv, a - jel, midén negaliv, a — jel veendd.
A szamlalo eldjele attol fizg, hogy az M pont BC-nek innensd, vagy

tulsé oldalira esik-e. Eme kéb helyzetnek megfelelSleg. a szamlalo -, illetéleg
— lesz.

xl!

—

| ey T - "




163

Ha az adott pont a koordinita rendszer kezdd pontjaval
egybeesik, azaz ' =o, y' =0, a (6) egyenlet ily alakot &lt:
l
Tyire
Végiil, ha az adott pont az adott egyenes vonalra esik,
Y — kx' —l=o, tehit p=o0, amint lennie kell.

!I—__'

8. Hatdrozzuk meg a hdromszig teriiletét, ha Sszigpontjainak
koordindtd :

110. 4bra. A gxl B {xz C {xs
Y1 Ys Ys-
L A 110. dbra szerint
A t = APQB 4+ BQRC — APRC,
| s tovabba :
|
/ | \
| AN APQB trapés — 7’—'; 2 Gy —2,)
A |LH‘""‘“—'—|!._,_‘__ N ¢ 7 + '
| | i jlc g BQRC trapéz — e 9 & (13— 5)
P Q R
APRCtrapéz — 22 _2’_ i (s —2x;),
tehat :

2= (2 — 1) (Y + ) =+ (2 —23) (¥ o) o oo A O —+ 1),
vagy :

2Q=m (4, — Ys) + Lo (Y1 — Ys) + 5 (Y5 — Yi)-

Megjegyzendd azonban, hogy ez a formula a hiromszog két-
szeres teriiletének csak a szameértékét adja; az elSjel ellenben
mindannyiszor ellenkezére fordul, valahanyszor ABC betitk koziil
ketté helyet cserél.

55. §. A haromsz6g néhany tételének analitikai
bebizonyitasa.

A fontebbiek alkalmazisiul a haromszég néhiny nevezetes
tételét fogjuk analitikailag fejtegetni.

L. A hdromszég oldolainak hdrom felezs pontjidban emelt merd-
legesek egyazon kizis pontban (a koriilirt kor kozéppontjaban) taldl-
koznak.

11*
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111. 4bra. Legyen ABC (111. abra) az
Y - adott haromszog, AB oldal az X-
A tengely ¢s az A szégponton keresz-
A tiil AB-re vont merbleges (AT)
Pl f /{X,V‘ az Y-tengely.
U % \ C pont koordinatdit ='y’-tel,
LN Tl S B =, Ry )
W_\ M B ¥ B pont abscisszajat x -vel jelbljiik,
, az utobbinak koordinatdja==o.
[ Az oldalak felezd pontjainak
' koordinatai ezek
M pontéi: x=3%x", y=0.
N pontéi: z=4% (' 4«"), y=71%y (miért?)
P pontéi: =132/, y=1y"
Tovabba:

AB egyenes egyenlete: y =0,
I TG T
BC egyenlete: y == 5 (o —2").
iy’
AC egyenlete: y="75 .
Tehat a harom merdleges egyenlete :
1. MO egyenlete: x=§x" (mert MO || AY).

v S Y
2. NO egyenlete: ¥ NS wa 9 ),
(mert N ponton megy at és BC-re meroleges).

== 7 ;l ,
3. PO egyenlete : y — 3y = y,’l (:r — % ;1:’),

(mert £ ponton atmegy €s AC-re merdleges).

PO és NO atmetszd pontjanak koordinatait keresve, a PRECS
3. egyenlet jobb oldalat bsszekapesoljuk, vagyis:

e

Gt === il ) x4 .’lf”) Y .15")
e —— = o =552
Y 2 Y’ 27,

ahol @, v az A&tmetszé6 pont koordinatai. Ezen egyenletbol kelld
Bsszevonas utan: x=4x”, és ez vilagosan mutatja, hogy PO és
NO merblegesek metszopontja (O)ME egyenesbe esik, azaz a harom
mer6leges egyazon (0) pontban talalkozik.

9. A hdromszig szigpontjaibil az diellenes oldalak felezd pont-
jathoz hizott hdrom egyenes, seéval a  hdrom kizépvonal eyyazon
kizos pontban, a hdromszoy salypontjdban taldlkozil.




165

112. abra. Legyen 4BC (112. 4bra) az
Y adott haromszog; AB oldal az

/ X-, AC az Y-tengely.
AC A4 pont koordindtdi: z=o, y=0
e/ X\\ B « « r=ux" y=
b r=u",y=10
Pf\@//\& ¢« « r=0,yy =1y’
A SN Tovibbd AB felezé pontjdnak, M

ﬁﬁ( —|\\/|— \B X pontnak a koordintai:
¥ Pk s
N pontéi: x=1}tx" y=1y,
végre P pontéi: z=o0, y =1y

s

Y

Ennélfogva AN egyenes vonal egyenlete : Yy="p %
CM egyenesé: y= T z/, ( = —) = 2:’: —5 )
BP egyenesé: y=— =< (7' ") == 2 & (2 — ).

Mar most keressiik AN és OZV, majd 4N és BP egyenesek adtmet-
sz6 pontjdnak koordinatait, mind a két esetben ugyanazokat az
értékeket kapjuk, t. i.
T ==sal'res. y =%y
és ez a fontebbi tételt igazolja.
Hasonlokép bizonyvithaté be a kovetkezd tétel is :

3. 4 hdromszig hdrom magassdgi vonala egyazon kézos pontban
taldlkozik.

4. Végre az 54. §. 5. pontja alapjin kimutathato, hogy a fin-
tebbi hdrom mnevezetes ponl wugyanazon egyenes vonalba esik, és a
sulypont a magassdgok metszd pontjatsl kétszer annyira van, wint
a kovilirt kor kizéppontjdtol. (Euler-féle tétel.)

b6. §. Az egyenes sarkegyenlete.

Hogy az egyenes Altalanos egyenletét (i = kx --1) sarkrend-
szerre tehessilk &t, a mar kifejtett Atalakito képleteket kell alkal-
maznunk.

Egyszeriiség kedvéért foltessziik, hogy az adott egyenlet derék-
sz0g4 tengely-rendszerre vonatkozik, tovabba a sarkrendszer sark-
pontja az eredeti rendszer kezd8pontjival és a sarktengely az X-
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113. abra. tengellyel Osszeesik (113. ébra.)
Y P K Ezen esetben az z==pcosw, €s
e y=—r¢sin o egyenleteket alkalmaz-
c zuk, hol ¢ a vezérsugarat, o a
/9/{\,1; sarkszoget jelenti, = és y értékeit
X Ae DRy R egyenletében : y = kz - !
/-/ B l‘ helyettesitvén, lesz:
L I. psinm:k.pcos<o+l, és
! o(sinw —keosw)=1;
I 0 008 % —= €08 © sina )

o(stnw — tgo.oosw)=1 vagyp. )

mlossa)l

i o8 %
Ebbol ¢ értékét keresve, lesz:

l cos o

==

T sin (o — o)
és ez az egyenes sarkegyenlete. A jobb oldalon all6 tort szam-
lal6jat mas alakban is irhatjuk. Ugyanis, ha A sarkpontbol KL
egyenesre AD merdlegest vonjuk és ennek hosszat p-vel jeloljik,

p=1cos o, tehat:

p S
=i 6
= o (0 —a) @
w-t o-nak tévén, a megfeleld vezérsugar (azaz: p—————;g—i%; ) B

pontot hatirozza meg, ahol az egyenes a sarktengelyt szeli. o-t o-t6l
x-ig ndvesztvén, p-nak szameérléke gé%—;—tol oo-ig novekedik, amde

negativ iranyban ; a mondott hatarok kozt tehat (3) egyenlet az
egyenes azon részének felel meg, mely a sarktengely dlatt van.
Midén o értéke x-tol 900 4-=z-ig ndvekedik, o érteke folyton —jelii
és csokken p-ig: ekkor egyenletiink az egyenes tengely folotti részét
képviseli, amde csak D pontig, vagyis a sarkpontbol huzott mers-
leges talppontjaig. Végre az o sz0g 900 o és 1800 kozti értékei
az egyenes vonal DB részének felelnek meg.
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Tizenkettedik fejezet.

A masodrendii vonalak.
A) A Kkor.
57. § A kor egyerlete.

A korvonal jellemz6 tulajdonsdga, hogy minden pontja a
kézéppontol egyenld tavolsigra van. E tulajdonsdgot egyenletbe
foglalandok, alakitsunk kort és vonatkoztassuk XAY (114. abra)
derékszogy tengelyrendszerre.

114. 4bra. A koér K kozéppontjanak koordi-
Yoy natai : AB=p, BK = q,a korsugdr =7 ;
i i és a korvonal valamelyik M pontjanak
/ | koordinatai legyenek: AC=uwx és CM ==y.
\E K D A 48. § 2. képlete szerint :
1 .
ARt X (x—pP+@—qr=r, (1)
e gy kifejtve :
Al Basiar= =y vagy Kkifej
B ¢C at—2px =y — 2y + P - * =1 (2)

Ezen egyenlet a kér bdrmely pontjanak koordinatdira nézve
érvényes ; ezért, ha x és y-t vdliozsknalk tekintjiik, a fontebbi egyen-
let a korvonal egyenletét jelenti.

Ha a kezddpont a korvonal valamelyik pontjara esik, p2 4-¢2
=172, a kor (2) egyenlete ily alakot nyer:

xr?— 2pr - y?—2qy =—o. (3)

Ha ezen kivill az X-tengely a kor kozéppontjan megy keresz-

tiil, még q =0 és p=r. tehat a kir egyenlete ily alaku:
w2 ry 4 yrt=no. (4)

Legegyszeriibb a kor egvenlete azon esetben, ha a rendszer

kezddépontia a kor kozéppontjaba esik ; ekkor p =g ==0, tehat:
24 yt=r2 ®)

A kir altalanos egyenlete (1) hdrom allandé mennyiséget fog-
lal magaban ; ez bizonyitja, hogy a kér helyzetének meghatarozasara
harom foltétel szitkséges.

Az emlitett harom &llandé mennyiség barmily értékit lehet,
az idézett egyenlet mindig korvonalat jelent.
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A (3) egyenlet csak ket allandot, a (4) és (5) szamu pedig
csupan egy é&llandot foglal magaban; a mondott esetekben t. i. a
kor fekvését meghatirozo harom foltétel koziil az egyik, illetoleg
ketté mar az egyenlet foltételeiben rejlik.

58. & A kor kozépponti egyenletének taglalasa.

A fontebbi egyenletek barmelyike teljesen magaban foglalja
a korvonal valamennyi tulajdonsagait. E tulajdonsigok fejtegetését
az egyenlet taglaldsanak nevezzilk. Konnyebbség kedvéert a kor
legeqyszeribb egyenletét, az (5)-et taglaljuk.

Ezen egyenlet, ha azt y-ra vonatkozolag megfejtjik, igy hangzik :

e i ‘i/f’i’z_—»: 9%

A kettds eldjel azt mutatja, hogy # oly értékének, amely <T
rnél- ket egyenld ertékil, am ellenkezd fekvesii y felel meg;
ebbél azt kovetkeztetjiik, hogy a korvonal az X-tengely folott és
dlatt egyenldkep terill el. Most z-re nézve fejtve meg az egyenletet :

e —‘: v e yz_

Azaz y minden oly értékének, amely kisebb r-nél, két egyenlod
értekil, ellenkezd fekvésii abscissza felel meg; ez ismét azt bizo-
nyitja, hogy a korvonal az Y-tengely két oldalan egyforman teriil el.

A szoban forgo egyenletben y-t o-nak tevén, azon pontok .

abscisszait kapjuk, ahol az X-tengely a korvonalat atmetszi, ugyanis
= ¥, azaz a kor az X-tengelyt két pontban metszi at, és ezek
a kezdGponttol jobbra és balra 7 tavolsdgban vannak.

Hasonloképen middén x==o0, akkor y==--7, vagyis a kor az
Y-tengelyt is két pontban metszi 4t, és ezek is a kezdéponttol -7
és — 7 tavolsigra esnek.

Latnivalo tovabba, hogy az egyik koordinata ndvekedtével a
masik fogy és hogy sem ., sem ¥y értéke nem lehet nagyobb 7-nél;
az y akkor éri el legnagyobb értékét, mikor =0, viszont akkor
annyi, mint #, mikor y=o.

Ha tehat a két tengely metszépontjain keresztiil a megfeleld
tengelyekre merdlegeseket huzunk, az utobbiak altal berekesztett
négyzet a kort mindenfel6l befogja, azaz a kor zart gorbe vonal.

. Végre konnyen meggyézodhetiink, hogy a kor kozépponti
egyenletének alakja teljesen valtozatlan marad akkor is, ha a derék-
szogit rendszert a kozéppont koriil tetszés szerint odabb forgatjuk
(49. §&. B. 1. a) képlet), mas szoval a tengelyek metszépontjai a
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kozépponttél mindig r tavolshgra esnek; ennélfogva a kérvonul
minden ponija a kizépponttol egyenld tavolsagra van.

59. & A kor szerkesztése a megfeleld egyenlet alapjan.

A kér fekvését kozéppontjanak koordinatal és sugardnak hossza
hatirozzdk meg. Ha tehat a kort megfeleld egyenlete alapjan szer-
kesztens kivanjuk, az adott egyenletet oly alakba kell Onteniink,
hogy abbél az emlitett mennyiségeket konnyen kiszemelhessiik.
— E célra kiilondsen alkalmas a kér (1) szdmu egyenlete:

(=)A= (0 — q)° = 1%, :
mert ebben p és ¢ kozvetleniil a kozéppont koordinatait, » pedig
a sugarat jelentik.

Hogy mikép lehet a kor adott egyenletét a kivant alakban
eloallitani, azt legkdnnyebben néhany peldan fogiuk megtanulni.

1. Legyen adva: 2® -4 y* 4 6%+ 4y =3.

Elszor (22 -+ 6x) nem teljes négyzetet kiegészitjiik, hozza adva a hidnyzé
harmadik tagot, vagyis = fél egyiitthat6janak négyzetét : 9-et ; szintagy (¥ — &)
nem teljes négyzetet is kiegésziljiik, hozzdadvan v f6l egyiitthatéjanak négy-
zetét: 4-et. Az egyenléség fenntartdsa végett ugyane szamokat az egyenlet
jobb oldaldhoz is hozza kell adnunk; ennek kovetkeztében kovetkezd egyenlet
szarmazik :

(2 6o F 9+ — b+ D =349+ 4
vagy : (2 43¢ -4y — 2> =16.
Ennélfogva : == —8) f/=2>4 7':\/1_6:4, és ez adatok alapjan a kort
konnyen megrajzothatjuk.

2. Az adott egyenlet:

162 4 16y — 8r - 96y 4 120 = 0.

Osszuk el az egyenlet minden tagjat 16-tal (a végho6l t. 1., hogy »? és 4*
egyiitthatéja 1 legyen.) Ekképp:

Pyt — b6y o =0,

A nem teljes négyzeteket kiegészitve:

1 ) ; 120 1
2 I 2 sl T
173y 25
ity (—z) S ST
Kovetkezbleg p— % g=—38s » ~_l ‘—?Z = —Z



60. §. A kor sarkegyenlete.

115. 4bra. Legyen A (115, dbra) a rend-
= szer sarkpontja és AZ a sark-
x"'l/ _\\ tengely. A kor sugarat r-rel, kbzep-
\ /Kﬁhh) pontja sarkkoordinatiit a és «-val
=7 jeloljiik, tehat AK = q, ZAK ¥ — 0.

\
N .
A e

P St
o

A kér M pontjanak sarkkoordina-
s 7 tal legyenek AM=—p és ZAM

Al ou W = =il

¥ = .
AKM /\-re Carnot tételét alkalmazvan :
m2=m+m——2ﬁ.¢m(00<9 % — w),
vagy: r¥=q? - — 205 c05 (2 — w),
ebbél p értekét keresve, lesz:
p=acos (& — ) 172 — a2 sin? (a— w).

Ezen egyenlet a kérvonal minden pontjara nézve 4ll; ez tehat a
kér sarkegyenlete.

Latnivalo, hogy mindaddig, mig 2> a? sim? (a-- o), w-nak
két kiilonbozé o felel meg. Mellézve az egyenlet bévebb taglaldsat,
csak azt jegyezzilk meg, hogy, ha p-nak két Osszetartozo ertéket
(1 02) egymissal szorozzuk, prea=0? —r2=(a—+r)(a—vr), és ez
nem egyéb, mint a kér azon ismeretes tulajdonsdga, hogy az
egyazon pontbol  vont dtmetsz8k szeleteinek szorzata allando
mennyiség,

.-/
i

61. §. A kor és az egyenes vonal atmetszésének foltételei.

Legyen a kor egyenlete : X8 -yt =12 (1)

az egyenes vonalé : y=kr-1. (2)
Most, ha e két vonalnak valamely k6z0s pontja van, az utébbi-

nak 2/, ¥ koordinitdi mind a két egyenletnek megfelelnek, azaz:

[ tyr=r, (t)

\ Y=k (2)
Ha y" értékét a (2) egyenletbél helyettesitjilk az (1')-be, lesz:

&0 (ke 41— 13,
és ebbdl :

p —REYrA+i)-—E
’ 1442 ’
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tovébba a (2) egyenletbdl:
, kY4 —2
o S
Itt most harom lehetéség van.

{

1. #2(1 4 42) > (2 vagyis V{—_—F];z<7'; ez esetben mind a két

koordindtanak kettés értéke van: az egyenes tehat a korvonalat

l
két pontban szeli. Minthogy e t61=t:17r,_1__k_2 nem egyéb, mint a
kozéppontnak az egyenestdl valo tavolsiga (54. & 7. p. (7) kpl.),
latnivald, hogy: az egyenes vonal csak akkor wetseheti a kirt, ha
tdavolsiga a kizépponttol kisebb a kir sugardndl.

l
2. 72 (1 - &%) <13, kivetkezoleg i/r—}——ﬁ > r, ekkor x és y-nak
mind a két értéke képzetes, azaz a két . vonal nem talalkozik
egymassal.

/
3. Veégre r2 (1 -+ k2) =2 kivetkezbleg ———===7, ez esetben a

Y1+
gyokmennyiség =o, tehat mindegyik koordindtanak esak egy értéke,
azaz a vonalaknak csak egy kozos pontjuk van, szoval azok érint-
keznek. Viszont az egyenes csak akkor érintkezhetik a korrel, ha a
kézépponttél valo tavolsiga =—a koérsugarral.

62. § Két kor kolcsonos fekvésérol.

Vizsgaljuk meg két kor atmetszésének foltételedt.
Legyen C (116. abra) az egyik,

116. abra.
v ¢ a masik kor kézéppontja; az
=M elsbnek sugarat r-, a maésikét +'-tel,
/ m a kozéppontok kolesonds tavolsdgat
'r € L——X d-vel jeloljik. Egyszeriiség kedvéeért

!
\} y \_/ derékszogit tengelyrendszert alkalma-
LW

zunk, és a centrlis tavolsagot (CC"-et)
XN-tengelyiil, C pontot kezdépontul
tekintjiik.
Ekkor C kor egyenlete: x? - y2 =142 (1)
' koré: x2 -t y?—2dr 4 d2 =" (2)
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Most, ha a két kérnek kozds pontja van, ennek koordinatai
mind a két kér egyenletének okvetleniil megfelelnek. E kozis pont
koordinatait «' y'-tel jeldlvén, eme két egyenlet all:

x’2+y/2=7~2,
a2yt — 2 dy - dP=1"2

Ezekb6l #/-t és /-t kikeresve, lesz:

( il A T
% 2(/

y=1t5; / 42 v — (d2 72 — 22,
Il 2d l/ .

Léatnivalo, hogy azon esetben, ha a gyokjel alatti kifejezés
pozitiv, és o-tol kiilonbozd, a korok két pontban, de csakis kettében
talalkoznak. B két kozds pontnak egyazon abscisszdja van, ordinataik
pedig szameértékre nézve egyenldk, dmde eldjeliket illetéleg ellen-
kezok ; mib6l azt kovetkeztetjik, hogy a centralis tavolsig (mint
X-tengely) a kozos hiirra merdlegesen 8ll és ezt felezi.

Mar most az a kérdes, mikor pozitiv a gyikjel alatte kifejezés #
mert y értéke csak akkor redlis szim. E véghdl vizsgaljuk meg
kozelebbrél a kérdéses tobbtagut. Két négyzet kiilonhségét ténye-
z0kre bonthatjuk' ennélfogva

l’/,:i’gl(“i (2dr +d?4-r2—1 y'2 (2({) __d2_72_}__7/2)

va,

v
v= g1/ W= — —
Itt mmdeaylk tényez6é két négyzet kulonbsege kovetke/éskep

i /(¢1+ r ety (A7 — ) A d— ) (¢ — A ).

Mmthogv modunkban 4l a rendszer kezdépontjat a nagyobbik
kor kozéppontjaba helyezni, a gydkjel alatti szorzat elsd és masodik
tényezojét pozitivnak tekinthetjitk. Ez még akkor is all, ha a két kor
sugara egyenl. Ennélfogva a szorzat mennyisége a harmadik és
negyedik tényezd eldjelétol fiigg, mis szoval, a szorzat csak akkor
- jelii, ha az utobbi mindkét tényezé -, vagy, ha mind a
kettd — jelil

Az els6 esetben: v --d>r és v+ >d,

a masodikban: #' +-d<r és r 41" < d.

Az utébbi eset meré képtelenség, mert d nem lehet kisebb

is, nagyobb is 7-nél

agQ
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Ennélfogva ' csak akkor realis értékii, mds szoval a két kor
csak akkor metsztheti egymast, ha v 4-d >, és r -9 >>d, azaz,
ha e harom vonal kozil », 7, d ketto-ketté egyiittvéve nagyobb
a harmadiknal, mas szoval ha d, » és ' egyenesekbdl haromszog
alakithato. :

Ha a gyokjel alatti kifejezés = o, a két k6z0s pont egybeolvad,
azaz a korok erintkeznek. Ez pedig akkor fog bekdvetkezni, ha a
gyokjel alatti tényez6k egyike = o. Minthogy az els6 és masodik
tényezé a fontebbiek szerint mindig >>o0-nal, a szorzat csak gy
lehet o, ha vagy 7' -+ d —r =0, vagy pedig r' -7 — d = 0. Eszerint
ha d=7—1, vagy d-—=r-}+, a kordk érintkeznek egymassal.
Viszont, ha két kor érintkezik, akkor az imént emlitett két foltétel
kozill az egyik vagy a mdsik sziikségkép all; azaz ket kor csak
gy érintkezhetik egyméssal, ha kdzéppontjaik kolesoénos tavolsiga
vagy annyi, mint a sugarak Osszege, vagy akkora, mint a sugarak
kiilonbsége, mert maskiilonben a gydkjel alatti kifejezés zérussd
nem lehet.

Minthogy tovabba ez esetben y' =o, ennélfogva két kor érint-
kezési pontja mindig a centralis vonalba esik.

Veégre, ha a gyokjel alatti szorzat negativ, akkor y erteke
képzetes, azaz a két kornek kozos pontja nincs.

Itt is két esetet kell megkiilonboztetni, t. i.:

1. r>v4d, vagy d<<r—v'; és 2. d>r -7, azaz?

63. § A kér érintGje és derékldje.

Mielstt a kor érintdjének egyenletét fejtegetnok, az érintd
egyenes ditaldnos fogalmaval kell megismerkedniink.
Ha AB gorbevonal (117. abra) M és M pontjain at szelGt
hiizunk s feltessziik, hogy az egyenest M pont koriil addig forgatjuk,
mig M folyton kozeledve
117. abra. M-hez, végre azzal Osszeesik,
akkor a szeld 11" egyenes
helyzetébe jut s a gorbe vonal
M pontjara nézve érintinek
nevezzik még akkor is, ha
M-t6] jobbra vagy balra a
gorbevonalat ismételten met-
szené. Az érintési pontban
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az érintére emelt merdlegesnek az X-tengelyig mért NM darabjat
M pont derékldjének vagy normdlisénak, az MT tavolsagot érin-
tonek, az érinté M pontjanak ordinataja es 7T pontja kozt fekvo
PT vonalat subtangensének, NP tavolsagot pedig subnormdlisdnak
hivjuk. Ezek kOzos néven az érintést vonalak.

Ezen magyarazat alapjan keressiik most :

1. a kor valamely meghatdrozott M pontjdn keresztiil hizott
érintinek az egyenletet.

Legyen a kor adott egyenlete: x?—-y?=r" M érint6 pont
koordinatai: 2/, %'; vonjunk M ponton keresztiil szeldt, ez a kort
még egy masik M’ pontban Is 4tmetszi, melynek koordinatait =",
y"-vel jeldljik.

A szeld egyenlete igy alakil:
vy —y”

LYo — ),

y—y =

Minthogy M és M’ a kér pontjai, tehat koordindtdik a kor
egyenletének sziikségkép megfelelnek, azaz:
2?2yt =rh
ot _‘_yuz___rz. )>

F ket egyenletbo] a fontebbi £ —

7 tortszam értéket meghatarozhatjuk.
o —x
Vonjuk ki az also egyenletet a felsthdl, lesz:

(@2 — ") (2 — =0,

vagy (@ ') @ — &)+ +y") [ —y)=0, 65 ebbil:

y A y_lrl s :I,:{_%_xll
x’—x” == :l/’—i—?/”'
Ennélfogva a szeld agyenlete :
xl + x/l
y—y =— 5 i @—2)
7y ( )

Midén a két metszopont egybeolvad, vagyis:
x'l ____:a/,l éS y// :y/’

a szeld érintéve valik. Az érintd egyenlete tehat:
{

x '
3/~y’=—7(:7&-~%)' (@)

Vagy a torteket eltiintetve és a tagokat rendezve:
yy +ax' =y
amde : x'2y't=r?;
tehat a kor erintdjének egyszeribb egyenlete
waAy'y=r= )
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Ez utébbi egyenlet feltiinéen hasonlit a kor egyenletéhez, s ezért
konnyebben tarthaté meg emlékezetben, mint az eldbbi ().
2. A kirin kivil adott N pontbdl szerkessziink a kirhéz eérimtit.

Legyenek az adott IV pont (118. dbra) koordinatai n8l il 8 ek
kor egyenlete: z2

Az érint6 M pont ismeretlen

118. 4bra
!P\’I(/‘__\ koordinatait 2/, y’-sal jelélve, az érinté
/N\*M egvenlete : ; L Lo
/ 7 . rr4-y'y =r?;
AL~ \‘-/ X minthogy ezen egyenes az adott N pon-
\ A P ton is 4tmegy, egyenlete akkor is érveé-
NS w nyes, ha x,y helyébe z”,y"-t tessziik,
l / azaz:
T2 yy=r (1)
Amde az érintés pontja egyszersmind a kornek is pontja, tehat:
al oy =, @)

Méar az utobbi két egyenletbdl 2/ és y/-et konnyen meghatarozhat-
Juk. Ugyanis az (1) egyenletbél :

f 8 — o'z

== 7// ’
ez ertéket a (2) szamu egyenletbe helyettesitve, lesz:

("2 y"2) 2% — 292 'z e AL —y”z) =o,
22!’ 144 173 /12
e i

¢s innen : 1y ;

i’ megfelelé értekei:
R e y;’_z_—;?'
y S xl/g —I_y”z
Latni ezekb6l, hogy: 1. ha az adott N pont a kéron kiviil fekszik,
vagyis x"? 4”2 >r2 akkor z’ és vy’ értékei realisak és nem egyen-
16k, azaz a feladatnak két megfejtése van: ellenben 2.ha az adott
pont a kéron belil van, azaz 2”2+ y”2 < r2, akkor x’ és y’ értekei
képzetesek, azaz a feladat nem fejthetdé meg; végre 3. ha az adolt
pont a kor keriiletén fekszik, vagyis 2”2 -+ y”2 =12, akkor a két rend-
beli értékek egybeesnek, tehit csak egy érintd vonhato.
A fontebbiek utdn az érintési pont koordinitai ismertek lévén,
MN érintd egyenletét konnyen felkereshetnok. Ehelyett azonban
inkdbb az érintési pont mértani alakitisat keressiik meg.”
Térjiink vissza az (1) és (2) szamu egyenletekre és tekintsiik
czekben az érintési pont (', 4’) koordinatait valtozo mennyiségek-
nek. Ha képesek lennénk az idézett eg gvenleteknek megfelel6 mértani




176

helyeket megtaldini, az utébbiak metszpontjai kétségkiviill a kere-
sett érintési pontok lennének, mert koordinatiik mind a két egyen-
letnek megfelelnek.

Amde a (2) egyenlet, ha abban # és 9/-et viltozoknak tekint-
jik, azon adott kor egyenlete, melynek kozéppontja: 4, sugara: 7.
Ami az (1) egyenletet illeti, vonjuk ki elébb a (2)-b8l és egészitsiik
ki a nem teljes négyzetet, ennek folytin az ily alakot nyer:

(o — 3"y — Yy =t ). (®)

Ezen egyenlet ismét kort jelent, melyre nézve a kozéppont koordi-
natdi: 2", 3y”, a sugir pedig =%y 2’2 + 4% Minthogy N pont
koordinatai »”, 4", tehat AN felez6 pontjanak O-nak koordinatai:
b dy”, tovabba AN thvolshg = ¢/ 2% /2, ennélfogva A0 = ON
=141 2"2 "% Ha tehat O pontbol A0 sugdrral kort szerkesz-
tiink, ez az («) egyenletnek megfeleld mértani hely. A két kér metszo
pontjai a keresett érintési pontok.

Latnivald, hogy e szerkesztés az elemi mértanban elSadott szerkesz-
{éssel teljesen megegyezik.

A széban forgé mértani helyeket kizvetlentl is megalakithatjuk. Tér-
jink vissza ismét az (1) és (2) szami egyenletekre; u. m.:

! =yt g = (1)

.l"2+y’2 == 2
ahol «' és 4t megint valtozé mennyiségeknek tekintjiik. A (2) egyenlet az

adott kort képviseli: az (1) pedig, mint elsd fokd egyenlet, egyenes vonalat
jelent, melynek mértani helyét tgy hatarozzuk meg, hogy a tengelyek metszé-
pontjait keressiik. Nevezelesen :

2

o 7
ha #' =0, a megfelel6 &' — A4S—= —,
4 g ot

ha «' =0, a megfeleld y' = AT — ;A,j :

E kifejezésék szerkesztése magaban
véve elég konnyl, habar nem oly egy-
szerli, mint az el6bbi megfejtés. De ez
utébbi egyenletekbdél méas tekintethen
fontog  kovetkeztetéseket vonhatunk.
Ugyanis A8 értéke (72 : ") az adott (&)
; pont ordinatajatél teljesen fiiggetlen,

.\\’N azaz csak akkor valtozhatik, ha .«
: X értéke megvaltozik, Ha teh4at N ponton
keresztiil (119. dbra) 4AX tengelyre N' N”
merdlegest hizzuk, ennek minden pont-
janak ugyanazon 4S8 felel meg. Vilagos
NY az is, hogy NN’ egyenes vonal helyzete

119. abra.

ban; hisz a rendszer X-tengelyét mindig
fgy vonhatjuk, hogy az N'N'-re merdleges legyen.

tetszés szerint valtozhatik a kor sikja -

[ — s
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Ennélfogva, ha valamely egyenes (N’ N'') akdrhany pontjabél a kérhoz
két-két érintét vonunk, és a megfelel érintd pontokat hérokkal Osszekapcsol-
juk, mindezen hirok egy kozos S pontban taldlkoznak.

3. A derékls (normalis) egyenlete. Az érintési pont adott
koordinatait #/, y/-gyel jeldlve, a derékld egyenlete ily alaku:

y—y =k (xr—7).
Minthogy a derékld az érintére merélegesen 4ll, tehat az 1. pont
%) jegyii egyenlete alapjén,: by =y 2, kévetkez,éleg:
:t/~—?/=’% (—a'), vagy ﬁ’/:iﬁx'
€s ez a kor o,y pontjahoz tartozo derékld egyenlete.

Latni ebbél, hogy a derékls a rendszer kezdé pontjan, vagyis
a kor kozéppontjin megy keresztiil kovetkezéleg a kiér erintdje
az érintési ponthoz tartozo sugdrral derékszoget fog be, a mi eléggé
ismeretes.

Az érintési vonalakra nézve :

A subtangens meghatarozasara elébb az érinté és az abscissza-
tengely metszés-pontjanak abscisszajat kell megismerniink. Az abs-
cissza-tengely egyenlete y =o, az érintée Yy 2 =r2 a kettd

e = : o i 72 ’
metszesi-pontjdnak abscisszija tehatng A subtangens hossza

pedig ennek és az ' abscisszanak a kiilonbsége s igy:
72 el ==l i

S’t=7~,1;’2

A
Az érints oly derékszogii haromszog atfogoja, melynek egyik

befogtja ¢/, a masik a subtangens s igy :

/ 2N2 g FUTEN =i gyt
— 1t H(S) =L 7 g bya Y
T‘l/]/ —l—({l/, “m/l/ & +U __ml

A subnormdlis hossza 7/, a normdlisé r.

B) Az ellipszis (keriilék).

64. §. Az ellipszis értelmezése és szerkesztése.

Az ellipszes azon pontok meértani helye, melyeknek két meg-
hatérozott ponttél valo tavolsagaik dsszege 4llando és gy meg-
hatérozott vonalhosszusaggal egyenld.

A két adott pontot gyujtipontnak, vagy gocnak (focus) nevezziik.
Minden egyenes vonal, mely az ellipszis valamely pontjit a gécok
egyikével Osszekiti, vezérsugdr (radius vector). Az ellipszis egyes
rontjait ekképen hatirozzuk meg :

Adel-Levoy-Polikeit : Mértan IT. rész. 12
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120. abf. Legyen F és G(120. 4bra) a
R Ti4 ! két gyujtopont, BN az allando vonal-
M, Db W - hosszusag. Huzzunk F- és G-n
keresztiil hatarozatlan  hosszu-

sAgh egyenes vonalat, €s felezziik
RS es FG egyeneseket. Legyen
RT=— TS=—a, é¢s FO=0CG=c.
Az adott egyenes felét (a-t) C
ponttol FG-re mind a két irdnyban
kimérjiik, ez Altal 4 és B pontokat talaljuk, melyek nar az ellipszis
pontjai, mert AF AG=—AF 1+ AF 4 FG, amde a szerkesztésnél
fogva AF = DG, kovetkezdleg :
AF 4 AG=AF+ FG--BG=AB=RS=2a

Hasonlo all B pontrol. 4 6s B pontokat az ellipszis estespontjainak,
AB egyenest az ellipszis nagy tengelyének mondjuk.

Vonjunk tovabba a két gyujtopontbol, mint kdzéppontokhol,
RT=—ua sugirral két-két korivet, ezeknek metszopontjai D és E
ismét az ellipszis pontjai, mert:

DF—|—-DG=EF+E(’=(¢+a=2u.

Ezenkivill DE egyenes (/' ponton halad keresztiill ¢és merdleges
AB-hez. Ezen DE-t az ellipszis kis tengelyének mondjuk és 2b-vel
jeloljiik. A nagy és kis lengely kozos felezd pontjat (C) az ellipszis
kizéppontjanak, CF, vagy (G = ¢ tavolsagot pedig Lozépponthiviili-
ségnek (excentricitas) nevezziik.

Az ellipszis tobbi pontjainak nyerésére tizziink ki G egyenesen
valamely H pontot, fogjuk AH-t a korzd szaral kozé €s szer-
kessziink mind a két gyujtopontbol ismét két-két korivet; ezutan
BH tavolsagot a korzé végel kozé fogva a gyujtopontokbol ismét
Kkét-ket korivet rajzolunk, melyek az olébbieket M, A, M", M"
pontokban metszik. E négy pont az ellipszis pontja ; mert pl. M pontra
nézve MF-+ MG=AH | BH==AB=2a; s ugyanez 4l a tobbi
metsz6d pontrol is. .

Most H pont helyett FG-nek egy méasik pontjat vélasztjuk,
6s az elobbi eljarast ismételjik. Ekkép az ellipszisnek akarhany
pontjat meghatdrozhatjuk ; ha ezen pontokat folytonos gorbe vonalial
bsszekotjiik, a kivant ellipszist kapjuk.

L
‘."-l-u.

— e A T
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65. §& Az ellipszis kozépponti egyenlete.

Minthogy a fontebbiek szerint az ellipszis szabalyszerii gorbe
vonal, ennélfogva minden pontjanak Osszetartozo koordinatai kozt
4llando viszonynak kell léteznie, melyet egyenlet alakjaban kifejez-
hetiink. Ezen egyenlet nyerésére, az ellipszist derékszogii tengely-
rendszerre vonatkoziatjuk ; X-tengelyiil az ellipszis nagy tengelyét,

Y-tengelyiil ugyanannak kis tengelyét
121. abra. valasztjuk (121. abra). A mnagy ten-
'Y gely hosszat ismét. 2a-val, a kis
i M tengelyet 2b-vel, a koézéppontkivii-
/ / >;\\ liséget c-vel jeldljiik. Az ellipszis
X = |y M pontjanak koordinitdi CP==1x és
G ‘ MP=y.
- g Minthogy az ellipszis minden
*Y' pontjdra nézve a vezérsugarak 0sz-
szege = 2a, tehit:
MF 4 MG =2a.

Azonban MF — l‘/ AP TP 65 MG— ‘/

A
E

MP - G2,
vagy: MF =1 y?+(x — o) 6s MG=1 1y + (x4,
kivetkezéskép :
Vit — VP =2

A gydkjeleket kikiiszobolve és az egyenletet rendezve:

VT —op—2a — VPTGt o
Y2 At — e ¢ =4a’ - y* e 1 el e bay/ i —'{:(rq—‘c)l,
VP o —aa e,
a2y - adx? - 2afcr + aPcd = at - 2a° cx - c2x?
aty? - a2t — P =at — a’c?,
azy? (a2 — ) ut = a(a? —¢%);
amde a megelozo cikk szerint: o2 — c2=0% tehat :
aty? b2t = a?h?,
vagy :
2 272
22 %i =j1.

Ezen egyenlet nemesak 3/ pontra, hanem az ellipszis barmely
pontjara nézve all, ez tehat az ellipszis kivant egyenlete, melyben
x és y az ellipszls tetszés szerinti pontjanak koordinatai.

1128
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66. §. Az ellipszis kozépponti egyenletének taglalasa.

Az ellipszis kozépponti egyenlete y-ra és x-re vonatkozolag

megfejtve igy hangzik:
y=t LY F— R o=ty =P

Ezekbol azt kovetkeztethetjiik, hogy:

1. Mindegyik koordinitatengely az ellipszist két- egybevago
félre osztja.

2. Az X-tengely az ellipszist (a kezdSponttol szamitva)-+ o
é6s — a, az Y-tengelyt -+ b és — b tavolsdgban metszi.

3. Tovabba latnivalo, hogy az abscissza novekedtével a
megfelelé y értéke fogy, viszont y novekedtével a megfeleld z-nek
értéke csokken. Nevezetesen: =z értéke akkor legnagyobb, mikor
y =0, ez esetben x=-+a Hasonloképen y értéke akkor legnagyobb,
mikor x=—o0; ekkor f. i. y=-+05b. Mig x> a-nal, a megfeleld y
képzetes ; szintugy, ha y >0b6-nél, a megfeleld x képzetes. Ennél-
fogva a tengelyek metsz6pontjain keresztiil a tengelyekre vont
merdlegesek az ellipszist mindeniinnen bekeritik, azaz az ellipszis
2drt gorbe vonal.

122. dbra. 4. A kozéppont felezi a rajta
dtmené hurokat. Mert a kezdd-
ponton keresztiilmens MN egyenes
(122. 4bra) egyenlete ily alaki:
y=Fka; ha ez egyenletet az ellip-
szisével egybevetjilk, és az egyenes
¢s az ellipszis metszépontjainak

koordinatait keressiik, azok értékei:
-+ abk

MOt
V a2k? - b2
itt a felsd jelek M pontnak, az alsok N pontnak felelnek meg.
Latni ezekbdl, hogy a metszopont « és ¢ koordinatdi szamértékre
nézve egyenlok. eldjelre nézve etlenkezok ; ennélfogva MOPA L NCYA
(miért ?), kovetkezéskép MC= NC. Innen van, hogy C pontot az
ellipszis kbzéppont-janak és a rajta keresztiil mend hirokat az ellipszis
dtmérdi-nek nevezzik.

5. Az ellipszis barmely pontjanak (r, y) a kezd6ponttol valo

tavolsaga: d:}/ 22— y?; amde az ellipszis egyenlete szerint:
2

b
Y= L (@2 — %) ; tehat:

= ahk _’
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d——i—]/aﬁ-]— ——Tz,vagy d="+ ‘/b2 & ;bz)w

ebb6l kitéinik, hogy minél nagyobb az ellipszis valamely pontjanak
abscisszéja (), annal nagyobb a megfelelé d, azaz anndl tavolabb
esik a pont a kozépponttol. Mégpedig, ha z=a, d értéke a lehetd
legnagyobb: d==-+a. Tehat: az ellipszis valamennyi pontja kozott
a nagy tengely végpontjai legtivolabb esnek a kozépponttdl, a kis
tengely végei ellenben legktzelebb vannak ahhoz. Eszerint az ellipszis
bsszes atmeérdi kozott a nagy tengely a leghosszabb, a kis tengely
pedig a legrovidebb hur (miért ?).

6. Az ellipszis gyujtopontjainak fekvését a kovetkezo egyenlet

hatirozza meg: o? —c¢*==5? és innen ¢ =41 a* — b2 Eszerint
mindegyik gyujtépont a nagy tengelyt két kiilonbozé részre osztja:

a nagyobbik szelet hossza =a 1 ¢/a* — b2, a kisebbiké —a —

1/ a* — b?; tehit szorozatuk: —- b2

Minél kisebb az ellipszis kozéppontkiviilisége ¢, annal kevésbbé
kiilonbozik a kis tengely a nagytol; ha ¢=o, akkor a==0b, és az
ellipszis egyenlete koregyenletté valtozik at. A kor tehat oly ellip-
szisnek tekinthetd, a melynek két tengelye egyenld.

A csillaghszok nem ¢ tavolsagot, hanem c¢.a szdmaranyt
nevezik kozéppontkiviiliségnek, és e hanyadost e-val jelolik :

oL ot

a @

7. Ha az ellipszis kozéppounti egyenletében « = ¢ és tekintetbe
vessziik, hogy ¢? = a? — b2, akkor a megfelelé y, vagyis FR szaméra

g P 20 ‘
a kovetkezé értéket kapjuk: ;z/:i-zl-- Eszerint az X-tengelyre

- : 2b2
merdleges irdnya goc-hurnak, azaz RS-nek hossza: 2;1/:7

Ezen gde-himt a gorogdk paraméter-nek nevezték. Mi azt 2p-vel

2

jeloljikk. Eszerint p= =

. ebbél kovetkezik, hogy a:b="0:p, azaz

az ellipszis kis tengelye kozépardnyos a nagy tengely és a para-
méter kozott.

8. Az ellipszis gynjtopontjainak két nevezetes vonal felel meg.
Ugyanis, ha az ellipszis valamelyik pontjat, pl. 1. M-et, F és G gyujto-
pontokkal dsszekapcsoljuk (123. abra), és a két vezérsugar hosszat




123. dbra. M pont koordinatai altal kife-
Y jezzilk, lesz:

_ | MF = y* 4@ —cp=

i 1/ P — o) ool

(52%2_
a2

L - Jf,ﬁ’z]/a2~~zcx+

b= i P T b —
M=/ (oo :‘/;2(“2 — (o,

A
2

UG = l/ a? J,—~2;r +

a
vagy: MF'=—a — %’:—fl,és IlIG:a—lr—%

Ezeket igy is irhatjuk:
) CYfaz e N e Ak L AE e ’
J[F_-Z(;——,L) 6 MG =" (c +7)

a?
¢
kozéppontjatol a nagy tengely mind a két oldaléra kimérjik, azaz

Most, ha tavolsdgot, mely okvetleniil > a-nal, az ellipszis

2
CH—=—CR= a—c, tovabba H és R pontokon keresztill a nagy ten-

gelyre KL 6s K'L’ merélegeseket ¢s ezekre ismét M ponthol MO
6s MS merélegeseket vonjuk, végre, ha 3/ pont koordinatait MP
és OP-vel jeloljuk: akkor:
, MO—PH=—CH — CP= ‘f %, 65
M§= PR=CR+4CP= _‘% 4z

tehat a fontebbiek tekintetbe vételével:

MF ¢ R Weal gk, ,

MO: & O MY @
HEKL és RK'L/ mertlegeseket az ellipszis ¢rdnyvonalainak (direktrix)
nevezik. Ezek a fontebbiek szerint azon nevezetes tulajdonsiggal birnak.
hogy az ellipszis barmely pontjanal az egyik goctol vald tdvolsdga gy
ardmylik « megfelels wrdanyvonal tdvolsdgdhoz, mint a kozéppont-
kiviiliség a fél nagy tengelyhez. Minthogy az utdbbi arany, azaz
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¢:a=¢,az ellipszisre nezve mindig <C 1-nél; ezértaz emlitett tavol-
shgok aranya is a nevezetl gorbe vonalra nezve allando  értéki
valddi tort szam.

E tulajdonsag az ellipszist tokéletesen jellemzi. Azaz, ha a gorbe vonal
minden pontjdnak az a tulajdonsdga van, hogy valamely adott pontt6l és
egyenestdl valo tavolsagaik szadmardnya dllandé és kisebb 1-nél, e gorbe vonal
nem lehet egyéb mint ellipszis.

67. & Az ellipszis szerkesztése két tengelye alapjan.

1. Legyen AB=2a az ellipszis mnagy, DE=2b a kis ten-
gelye (124. abra); az ezekre vonatkoztatott kozépponti egyenlet:
a2y? 4 b2 = a?b? Ha a nagy tengely koriil kort alakitunk, ennek
egyenlete ugyanazon rendszerre vonatkozolag: 92 - = a’.

Tiizziik ki mar most tetszés szerint
OP — r abscisszat és jeldljik a megfe-
v MD\\‘\N lelé ordinatat az ellipszisre nézve y-nal,
a korre vonatkozolag pedig I-nal: ek-
kor az idézett egyenleteknél fogva:

y: Y= Ly =y vagy:
y: Y =b:a.

azaz, ha az ellipszis nagy tengelyén, mint
atmerén kort szerkesztiink, az ellipszis
és kor ugyyanazon abscisszdhoz tartozd két ordindtaja Ggy wrdnylik
egiymdshoz, mint a Lis tengely « nagiyhos.

A megel§zd tétel alapjan az ellipszist igy szerkesztjilk meg. Az ellipszis
kizéppontjabol « és b sugarral két kort rajzolunk, és a nagvobb kor egyik
pontjat pl. N-et tsszekapesoljuk a kozépponttal, tovabba NP ordinatat huzva
a kisebb kor megfelels N' pontjan keresztill a nagy tengellyel parhuzamos
N'M-et vonjuk, mely NP ordindtat M pontban metszi. Az ilykepen megha-
tarozott M pont az ellipszis egyik pontja; mert a szerkesztésnél fogva MP:
NP= N'C:NC, vagyis MP: NP=b:u

125, 4bra. 9. Legyen ismét AB=2a &s

Y DE-—=2b (12b. dbra) az ellipszis két

O H tengelye, C a kozépponija €s HJKL a
i )K koriilirt derékszogii neégyszog. Osszuk
J ol CD-t és DH-t kilon-kiilon n egyenld
részre ; ezutan kapesoljuk Ossze CD-nek
| 1 redik osztopontjat (C-t8l D felé szé-
K & i mitva) B végponttal és szintigy HD-nek
r-edik osztopontjat (H-tol D felé szd-

124, abra.
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mitva) A végponttal. BN és AO egyenesek metszépontja M az
ellipszis egyik pontja.

Ugyanis vonatkoztassuk M pontot ACD derékszogii tengely-
rendszerre és legyen MP=y és CP=ux. Minthogy BMP )\ o»
BNC ,\, tehat:

MP:NC=DBP:BC, vagyis:
b
y:a*.;l:(a—{—x):a. (1)
Hasonlokép AMP/N\cH»OAH/\, kivetkezéleg
MP:AH=AP:0H, vagy:

a

y:b:(a—m):'r.% 2)
Az (1) ardnypart megszorozva a (2)-kal, kellé rovidités utan
lesz :
Y2 b2=(a® — x?): a2, és ebbol:
B2
y2=2ﬁ (a2 — x?), vagyis az ellipszis kdzépponti egyenlete.

126. abra.

Az elbadottakbél az el-
lipszis egy igen egyszeril
szerkesztési mddja kovetkezik,
melyet a mellékelt 126. abra-
b6l magyardzal nélkiil is meg-
érthetiink.

3. Legyen ismét AB=2a és DE=2b (127. abra) az ellipszis
két tengelye; legyen tovabba LM =a-val és vigyiik at M-t6l kezdve

127. &bra. L felé MK —=—b-t. Ekkor termé-
D M szetesen KL =—=a-—0b. Ha LM
4 egyenest ACKE derékszog szaraira

' fektetjil cé L vé .
Yy C ‘ //(lp B e eJuk akl\ep, hogy veg;l)ont
CE szarra, K pedig CA szirra

LY iy esik, M végpont az ellipszis egyik

E pontja.
Ua,-bi b_.y Ugyanis vonatkoztassuk A
L) s pontot ACD derékszogii tengely-

rendszerre, azaz legyen MP=1vy és CP=x» tovabba hosszabbit-
suk meg MP ordinitat és legyen LN || CA-val. MPK ¢és MNL
haromszogek hasonlosaga kivetkeztében ;

MP: MN = MK : ML:
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minthogy tovabba MNL/\-ben:

MN=— VEMZ LN? = Va—z ——x?
tehat :

y:y @@ —ax2=0b:a és ebbil :1/———%1/@_——:;2

és ez az ellipszis kozépponti egyenlete.

Eszerint az ellipszis tengelyei alapjdn seyédvonalal: nélkil is megszer-
keszthetjiik. E célbél t. 1. LM= « hosszusagu papirszeletre, egyik (M) vég-
pontjabol ramérjik & hosszat (azaz meghatirozzuk K pontot), ezutdn a papir-
szelet L pontjit ACE derékszdg CE szardhoz illesztjilk ugy, hogy a kozbeesd
K pont a szog masik szarira, CA-ra esik, végil M végpont helyzetét megje-
18]jiik. Most, ha a papirszelet LK részét az ellipszis tengelyei kozt odabb
cstsztatjuk, annak akdrhiny pontjat meghatirozhatjuk. Ezen médszert kiilo-
nosen gyakorlati szerkesztéseknél szoktik alkalmazni.

68. §& Az ellipszis csucsponti egyenlete.

Az ellipszist gyakran oly derékszigii rendszerre vonatkoztatjuk,
melynek kezdSpontja az ellipszis egyik csticspontja, X-tengelye a
gorbe nagy tengelye. Ezen 1j rendszerben az ordinatak ugyanakko-
rak, mint a kozépponti rendszerben, azonban az abscisszak mind-
egyike a-val nagyobb az elbbieknél.

Eszerint, ha az ellipszis kozépponti egyenletében z helyébe
(x — a)-t tesziink, az ellipszis csucspontl egyenlete szirmazik :

B2
e e (Qax: — 2.
b2 ’ . E
Minthogy = P, a csucsponti egyenletet igy is irhatjuk:

P
Y2 —=2pr — Py
a

69. 8. Az ellipszis sarkegyenlete.

Sarkpontul rendesen az ellipszis egyik gyujtopontjat (pl. G-1),
sarktengelyiil a mnagy tengelyt szokds vélasztani. A keresett sark-
egyenletet az ismeretes atalakito képletek segitségével az ellipszis
kozépponti egyenletébdl szarmaztathatjuk ; hamarabb érunk azonban
célt, ha az ellipszis ¢ tulajdonsigabol indulva ki, kozvetleniil keres-
sik meg a sarkkoordinatik kapcsolatdt. A gyujtopontok egymastol
valé tavolsagat ismét 2c¢-vel, a nagy tengelyt 2a-val jeloljiik.

——
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M pont sarkkoordindtdi: GM=p és MGX ¥ = . (121. 4bra)
GMFE /\-ben a cosinus-tétel szerint:
MF2 =G+ FG2— 9MG. FG cos MGX,
vagy: MF?= 2 - 4e? — 4ep. cos o.
Minthogy MFE -+ MG = 2a, tehit masrészt :
FIE = (20 — MG — (20— o),

kovetkezoleg :
o 402 — dop. cos w=14a® — 4up+ o
ebbol az ellipszis sarkegyenlete :
aZ - 02

ey : (1)
@—¢. s o
Tekintethe véve, hogy:
(6; ==¢, tehat ¢ —=ue, lesz:
a(l—e2) )
P s @
vagy, mert c*==«?c?=a? — b7 ennek kovetkeztében a?(1 — &2
. bH?
=h2 és a(l —52)==“—=1);
a (2) szamu egyenlet igy is irhato:
P
P : 3
1l —ccoso. (3)

Ebbél, ha o szoget 0°tol 360°-ig ndvesztjiik, az ellipszis sszes
pontjainak vezérsugarait meghatarozhatjuk.
P G = ¥
Nevezetesen ha ©=0,p==1"—= — =gt}

Sy == =

tovabba, ha w=90° o= p: ha ©==180" p=a— ¢ sth.
A fontebbi sarkegyenlet az ellipszis azon gyujtépontjara vonat-
kozik, mely az X-tengely negativ részébe esik. Ha a masik gyujto-
pontot tekintjiik sarkpontul, az ellipszis sarkegyenlete ez:

e = B0 4
‘0—1—}—5.008(1) (4)

70. § Az ellipszis érintGje és derékléje.

1. Az ellipszis érint6jének egyenletet hasonloképen talaljuk
meg, mint a kor érint6ject. Legyen a2y? -b%2=—qa2p? az adott
ellipszis kézépponti egyenlete, +/ ¢’ az érintési pontnak (M-nek)
(128. 4bra) két koordinatija.
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128. &bra. Hazzunk az adott B pon-
Y ton és az ellipszis valamelyik ma-

sik pontjan pl. M'-en keresztiil
L c=allia=> 53

g I TS szel6t, az utobbi pont koordinatait
c; 1 M‘*\T\ X o, ay-vel jelolve.
Sy e jA‘ = A szelé egyenlete ily alaki:
e e
(= TR (o — )- (1)

|
. Minthogy az adott M és a
folvett M pont az eliipszis pontjai, ennélfogva mindegyiknek akoor-
dinatai az ellipszis egyenletének megfelelnek, azaz:

ay ® Jl" bea! 2 = a2h? (2)
ady’? - b2 2= azh? (3)
Kivonva a (3) egyenletet a (2)-bol:
s (s — ") D2 @3 — ) =0,
syl y—y BT
és ebbol: Ty —\—;1/”)'
Helyettesitven —ezen ertéket az (1) egyenletbe, az ellipszis
szeldjének egyenletet kapjuk ; ngyanis :
: b2 (-
gt o (e — )
Y Y a? (Zl// + ?///) (I 2 )

Most MM szelot M pont koril addig forgatjuk, mig M
pont W-mel Osszeesik és 2 s7els  érintove valik. Legyen tehat
eyt B8 Yy =1, lOSZ:

b2l
p ) 2y (o — ), (o)
és ez az ellipszis erintdjének egyenlete. Ezt mas alakban is irhatjuk;

ha t. i. a torteket eltiintetjitk €s tekintetbe vesszilk, hogy:
u2y’2+b2m’2—_—a362, () egyenlet ily alakot nyer:
a2y 0¥l = a2b2. e
b2 !
Minthogy az ' ' pontb6l az ellipszishez vont érintének iranya — —[;;:;,
egyiitthatonak sricketsl figg, ebben pedig «' és 4 helyett minden valtozas
nélkiil — &' és — ¥ tehetd ; ebbdl a 66. §. 4. pontjanal fogva azt kovetkez-
tetjiik, hogy az ellipszis atmérojének végpontjaihoz vont érintok parhuzamosak.
Tovabba latnivald, hogy az ellipszis nagy tengelye végpontjaihoz vont érinték
a kis tengellyel, a kis tengelyek végpontjain keresztill hazott érint6k meg a
nagy tengellyel pé\rhuzamosak.
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II. A mi a deréklot illet, ez is az érintési ponton megy keresztiil
és ezenkivill az érint6vel derékszoget fog be; tehat:

St ]
k:%, és az ellipszis deréklSjének egyenlete :

a® y
A= L —a).

NI Az ellipszis .érintdjének azon nevezetes sajatsdga van, hogy
az érintési pont két vezérsugardval eqyenls sz0geket alkot.

129. dbra. Ennek kimutatisa végett le-

Y gyen MT (129. &bra) az ellipszis
érintbje, MF és MG az érints
pontnak két vezérsugara. Ez utobbi
pont koordinatait ismét 2/, y'-tel
D\ P jeldljitk. Rovidseg kedveert legven

X tovabba MEXY = », MGXE — 8,
MTXEX =y, FMTX — ¢ ¢s
GMT ¥ =
o=y —a, és Y=y —f, tehdt:
(il _ gy —tg«
7 tg —tqg f
gy =ty (y— =2 198 (2)

14t tyy

ahol tga, tgp, lgy-t az illetd egyenesek egyenleteibél hatirozhatjuk
meg. Ugyanis az F (¢, o) és M (¢, 7/) pontokon keresztiilmend
MF egyenes egyenlete :

a (¢ (—e¢,0) és M (, y') pontokon atvonulo MG egyenes egyenlete :
9,7

y=—"— (o to);

i

az M ponton huzott MT érintd egyenlete az 1. p. szerint:

bz;’l”
i ey r— a4,
Y=y ay (i — ')
Ennélfogva :
y ) y b’
§ = - =—"" Y= — ———
l‘!] oL o P fg ? P —I— ¢ 2 f (LZ!//
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Helyettesitve ezen értékeket az (1) és (2) egyenletbe, lesz:

s
2y’ o —c — b2t — a2yt bcx’
tng_—_—‘——dy e ES —— ,'?{—,—I_bcx,
g b2y a2’y — b2’y — alcy
aty’ (' — ¢
e bg,,/:/ :L//
tg 4) = aZ!/, ‘;CI _}_——c— = = bzx,2 _-a—gylz bzcx,.
s b2y’ arz'y' — b2y’ - atey’

ary (o -o)
Tekintetbe véve, hogy:
a*y't 4 b2’ = a2, és a? — b3 =2,
a lontebbi egyenletek igy alakulnak:
2 b2

7

tg “P:Ac?// oy

ezekbdl latnivalo, hogy ¢+ ¢=1809, azaz:
FMT X 4 GMT ¥ =180°;
de masreszt: GMT ¥+ GMT ¥ =180°, tehat:
FMT X =GMT' ¥, amit bebizonyitani kellett.
MN deréklét huzvan, azonnal szembettinik, hogy:
FMN &= GMN ¥ ; mert potloszogeik egyenlok.
Eszerint a derékld a két vezérsugar alkotta szoget felezi.

Innen kaptdk az ellipszis gyujtdpontjai a neviiket; ellipszis idomtlag
gorbiilt vajt tilkkornél t. i. az egyik gyujtopontbol kiinduldé fény-, hé- és hang-
sugarak az ellipszis imént kimutatott tulajdonsaganal fogva ugy verédnek
vissza, hogy a tiikor masik gyujtépontjan ismét Gsszegyiilnek.

Ezen alapszik az ellipszis érintd vonalinak szerkesztése is.

130. abra. 1. Legyen (130. dbra) M az
adott érintési pont. Huzzuk MF
és MG vezérsugarakat és hosszab-
bitsuk meg az egyiket pl. MG-t .
annyira, hogy M H= a masik vezér-
sugarral M/ F-fel. Ezutan vonjuk #'H
egyenest és huzzuk erre M 7T mero-
legest. Az utébbi a kivant érinté,
mert a mondott szerkesztés kovet-
kezteben FMTY =G/ T'X (miért ?)
H pontot, mely AT érintdre nézve [ gyujtoponttal szemben fek-
szik és enmek M7 siktiikorképét Abrazolja, F ellenpontjanak is
nevezziik. Ez az ellenpont némely érinté vonalas szerkesztéseknél
fontos szerepet jatszik.
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2. Az adott T pont az ellipszisen Aiwiil esik. Gondoljuk a fol-
adatot megfejtettnek és legyen M7 a keresett érints. Ha & gyujto-
pontbol GMH =2a egyenest, tovabba FH-t vonjuk, az érintd ezen
utobbi egyenes kozepén merclegesen all, kovetkezéleg TF és TH
tavolsagok egyenlok. Eszerint F' ellenpontjat két korvonal atmet-
szése altal hatdrozhatjuk meg; az egyiket G kozéppontbol 2a sugir-
ral, a masikat az adott 7" pontbol TF sugarral szerkesztjitk. Ezutan
FH egyenest vonjuk, és erre 7 pontbol 77T merélegest bocsatjuk ;
ez utobbi a keresett érinté ; M pont pedig, ahol 77’ a G'H egyenest
atmetszi, az érintés pontja. !

Hogy az érintési vonalak
hosszat meghatarozhassuk, a
131. 4brabél latjuk, hogy a
subtangens PT. Ennek hosz-

o
7 / x/ "'\ N szusagat ugy nyerjik, hogy az
o el s

131. Abra.

) \ érint6 egyenletébe y =0 érté-
—% OV P "p" =Z yet helyettesrcjuk akkor :

= és TR — (P
xl

a2
==-—— 1, vagy, mert itt a

y

y 1 = 42 ey , Felf

subtangens negativ, P7=""1 - Az érintd TM meghatirozasara :
=10

2 Seemiy '] e . mz LB )2
TR — i+ PIs — 2 ,yri S Vhaitatyl
751
A subnormdlis és a normdlis széméra nem lesz nehéz ezek
utan meghatarozni, hogy:
PN — :"i 6s NM— /Z) ’1 —|—(l4l/ /g

2

C) Hiperbola (mmentelék).

71. § A hiperbola értelmezése, szerkesztése.

A hewperbola azon pontoknak mértani helye, melyeknek két
adott ponttol valo tavolsagaik kiilonbsége egy adott vonalhosszu-
sédggal egyenlo.

A két éllando pontot itt is gyjldpontoknak hivjuk és minden
egyenest, mely a hiperbola valamely pontjat a gyujtopontok egyike-
vel Osszekapcsolja, vezérsugdirnak (radius vector) neveziink.
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132. abra.
.\\ Y

X!

————
R e

Legyen F' és (¢ (132. 4bra) a ket gyujtopont és RS=2a az
adott egyemes vonal. Vonjunk F és G-n keresztill hatirozatlan
hosszusagi (XX') egyenest; tovabba felezziik RS és FG tavolsagot,
azaz legyen RT—= TS=a, és FO=CG=c; ezutin a tavolsagot
C pontt6l XX'-nek mind a két agara kimérjik. Az ekkép talalt 4 és B
pontok a hiperbola pontjai; mert a mondottaknal fogva: AF = DG,
tehat A pontra vonatkozolag: AG-— AF=AB-4- BG — AF =
AB = 2a: hasonloképen B pontra nézve BIF — BG = AB -+ AF —
BG=— AB==2a. A és B pontot a hiperbola ecsitcspontjainak, AD-
a hiperbola fétengelyének, C-t kizéppontnak, CF = (CG=c¢ tavol-
sagot pedig kizépponthiviiliségnek nevezzik.

A hiperbola t5bbi pontjat igy talaljuk: AX-en tetszés szerint
kitizziik H pontot, ezutin AH-t a korzd veégei koze fogvan, mind-
egyik gyujtopontbol kéi-két korivet rajzolunk ; ez meglévén, BH-t
is a korzd nyiiasaba foglaljuk, ¢s ismét a gyujtopontokbol két par
kérivet hizunk, melyek az elébbieket 31, 27, M7, M pontokban
metszik. Ez a négy metsz6pont a hiperbolanak mindmegannyi
pontja; mert pl. M pontra vonatkozolag: MG — MF = BH— AH
—2g és ugyanez All a tobbi pontrol is. H pont helyett AX-nek
egy masik pontjira alkaimazvan az eldadott szerkesziést, a hiper-
boldnak masik négy pontjat leljiik.
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Ily modon a gbrbe vonal akarhany pontjat meghatirozhatjuk ;
és ha ezeket folytonos gbrbe vonallal Osszekotjiik, a keresett hiper-
bolat kapjuk. A hiperbola csak ugy szerkeszthetd, ha ¢ > a-nil.

72. §. A hiperbola kozépponti egyenlete.

A hiperbolat oly derékszogii rendszerre vonatkoztatjuk, melynek
kezddpontja a hiperbola kdzéppontjaba, X-tengelye pedig a fotengely
iranyaba esik. Az utébbi hosszat ismét 2a-val, a kozéppontkiviili-
séget c-vel jeldljiik. M pontra nézve: CP=1x, és MP=y. (132. 4bra).
Minthogy M a hiperbola pontja, tehat:

GM — FM — 2a.

Azonban: GM = V MD> 4+ GP? ¢s FM= l/jlﬁj— Fre

vagy: OM=1 yit(ztopf 6 Fl=y (& o,
tehat ¢ y2 -+ (w02 — Y 2+ (2 — o) =2a:
ebbol a gyokjelek kikiiszobilése utdn lesz:
(¢ — a?) x? — a2y? = a? (¢2 — a?).
Rovidség kedvéeért legyen ¢2 — a2 =252; ekkor a hiperbola egyenlete
ily alakot &lt:

a2y2 =i be? —_— a2b2’
xr2 172
vagy : i) %5: 1.

Ezen egyenlet igen hasonlit az ellipsziséhez, melytd! csak annyiban
kiilonbozik, hogy ebben b2 helyett — &2 all. Az ellipszisnél t. i. a?
—c2==0%; ellenben a hiperbolanal, hol a < e-nél, ¢ —a?==52 E
rokonsagnal fogva b-t a hiperbolanal is az I-tengely két 4gara
kimérjiik és 2b, vagyis DE egyenest (133. abra) mellék-tengelynek
nevezziik.

73. §. A hiperbola kozépponti egyenletének taglalasa.

A hiperbola imént talalt egyenlete, y és z-re vonatkozolag
megfejtve, igy hangzik :

Y=+ %-l/.)r;z—~a2 és ./c————i%— ‘/;1/2-1-52~

Ezekb6l kivilaglik : 1.-hogy a hiperbola ugy az X, mint az
Y-tengely két oldaldn egyenléen teriil el, vagy mas széval: a
hiperbola egyik tengelye a mésikkal parhuzamos htirrendszert felezi.
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2. Ha y=o0, akkor =+ a, vagyis az X-tengely a hiper-
bolit 4~ ¢ és — o tavolsdghban metszi 4t; ha z=o, ugy y=
+ b ¥/ — 1, vagyis az Y-tengely nem szeli 4t a hiperboldt; ennél-
fogva az Y-tengelyre kimért 2b csak hképzelt tengelye a hiper-
bolanak.

3. Latni tovabbd, hogy 2 ndvekedtével y érte¢ke is nagyobbodik,
viszont ha y novekedik, a megfelel x is folyton nagyobbodik. Minthogy
pedig tigy », mint y értéke barmekkorara néhet (miért?), a hiper-
bola zart vonal nem lehet. Mig = < a-nal, a megfelel6 ¥ képzetes
mennyiség ; ennélfogva, ha a hiperbola cstcspontjain a f6-tengelyre
merdlegeseket htlizunk, eztk a hiperbolat kirekesztik, azaz a gorbe
vonal Osszes pontjai ezen merdleges vonalakon kivill esnek. A
mondottakbél kitiinik, hogy a hiperbola két egyenld, de kiilonvalt
agbol all, és hogy ez agak vég nélkiil elnyulnak.

4. Valamint az ellipszisnél, ugy itt is a kozépponton atmend
hirokat e pont felezi. Igy pl. MCN (133. 4bra) hurra nézve

MC = CN. Hogy errél meggyé-

138. abra. zddjiink, a hiperbola
MN hirja metszépont-
Jainak koordinatdit ke-
ressiik.

A kezdéponton 4t-
mend egyenes egyen-
lete ily alakt: y = k.

X Egybevetve ezt a hiper-
bola kézépponti egyen-
letével, a kézds pontok

N koordinatainak értékei :
TEN _ ta
V6 — a2k
Y’ o it “+abk o
R 7 Iy

Mib8l — 1gy, mint az ellipszisnél — azt kovetkeztetjiik, hogy MCF
AL NCQ /\, tehdt MC= CN. Innen van. hogy (' pontot a hiper-
bola kizéppontjanak, az utébbin keresztiil mend hitirokai a hiper-
bola dtmérdmek nevezziik.

5. Az utébbi egyenletekbél egyszersmind azt is latjuk, hogy
a kozépponton &tmend egyemes a hiperbolaval csak ugy talalkoz-

Aber- Edvay-Polieit ; Mcrtan 1. rész, 13
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b b .
hatik, ha 5% > a?k2, vagyis k<~7; mert ha £ > ik metszo-

pontok koordinatai képzetes értékiiek, mas szoval, az egyenes vonal
nem metszi a hiperbolat.

b .
Azon esetben, ha b%=a%?, vagy kzi'd" a metszépontok

koordinatai hatartalanok; midén tehdt a kozépponton Aatvonuld
egyenes az X-tengellyel akkora szdget fog be, melynek tangense

b b
k=+_a—’ vagy k= — , 0 @2 egyenes a hiperbolat csak hatarta-

lan tavolsdgban éri, azaz tulajdonkép nem is érlL

E két nevezetes vonal mértani szerkesztésére a hiperbola két
esticspontjan a 0 tengelyre AU és BV merélegéseket allitjuk és
mindegyikre atvissziik & hosszusigot; az ekkép talalt U és V pon-
tokat C kozépponttal 8sszekapesolvan, a kivant egyeneseket kapjuk.

Mert CAU Aben : fg ACU =+ % és OBV Ncben iy ACV =

—ia; tehat CU ¢és CV egyenesek a hiperbolat csak hatértalan

tavolsagbhan érinthetik.

A széban forgdé egyenes vonalaknak még az a nevezetes
tulajdonsaguk van, hogy minél inkdbb meghosszabbitjuk azokaf,
annal jobban kozelednek a hiperbolihoz, anélkiil azonban, hogy ezt
valaha elérnék.

Ugyanis a hiperbola kozépponti egyenlete:

X (22 — a?), 1)

2 .
y ad

CU, illetbleg C'V egyenes egyenlete : y = - % x, vagy:

W= (2)

Ha most valamely abscisszahoz, pl. CR = 7/-hez, mind a két egyen-
letbl a megfeleld y-t keressiik és ezt a hiperbolara vonatkozdlag

y'-, az egyenesre nézve y’'-vel jeloljiik:

b2 b2
Yim ), s Y=o
Tehat : y''? — y'2 =52, vagy
W =y ¢ +y)="0,
kivetkezoleg : b2

L s
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Minthogy # értékének novekedtével nemesak 2/, hanem y” értéke
is mindinkabb nagyobbodik : az utobbi egyenletbél azt kovetkeztet-
jiikk, hogy minél nagyobb 2/, annal kisebb a megfeleld két y kozott a
kiilonbség ; mert a nevezé nagyobbodtdval a tort ériéke csokken.
Ha tehat o/ értéke hatartalanul novekedik, a két y kozt a kiilonbseg
0-hoz kozeledik, szoval elenyészik. Ennélfogva CU és CV egyenesek
vég nélkiil kozelednek a hiperboléhoz, dmbar ezt soha el nem érik,
amiért azokat a hiperbola kdzelitdinek v. végérintdinek (asszimptota)
nevezzik.

6. A hiperbola gyujtopontjainak fekvését kovetkezd egyenlet
hatarozza meg:

OF = (G =~ a2+ 12

a2 - p? :
5 , vagyls ¥4 a_t— hanyadost, mely a hiperbolara nézve okvet-

leniil > 1-nél, =-nal szoktdk jeldlni, és ez a szoros értelemben vett
kizéppontkiviiliséy (excentricitas).

7. A gyujtoponton keresztil a fotengelyhez merolegesen
hizott hart itt is paraméternek nevezzik és 2p-vel jeloljiik. Mint-
hogy a fél paraméter nem egyéb, mint a gyujtopont ordinataja,
tehat p-t ugy taldljuk meg, ha a hiperbola kozépponti egyenletében
x="t¢, vagyis z="t1 a2 +-h? értéket tesszitk. Ekkor:

he
y—p=t .

Ebb6l ismét kovetkezik, hogy a:b="0b:p, vagyis a hiperbola mel-
léktengelye kozépardnyos a fétengely és paraméter kozt.

8. Ha a=—2»b, a hiperbolat egyenldoldalémak hivjuk; ennek
egyenlete : «? —y?=a? Az egyenléoldali hiperbola a kézinseges-
hez olyan viszonyban van, mint a kor az ellipszishez. Az egyenlo-
oldalt. hiperbola ket kozelitdje merdlegesen all egymadsra; ezért az
egvenldoldalt hiperbolat derékszogunek is nevezik.

9. A hiperbola gyujtopontjainak is megvan a két wrdnyvonala
és ezeknek hasonlo tulajdonsdguk van, mint az ellipszishez tartozok-
nak. Azaz a hiperbola barmelyik pontjanak az egyik goctol valo
tavolsdga ugy aranylik a megfeleld iranyvonal t&volsigdhoz, mint a
kozéppontkiviiliség (¢) a fél fétengelyhez {a-hoz). Ezt épen ugy bizo-
nyitjuk be, mint az ellipszisre nézve.

Minthogy a hiperbola kozéppontkivillisége mindig nagyobb a
fotengely felénél, azazcra=—¢e>1; ennélfogva az emlitett hosszusagok

13*
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kozti ardny a hiperboldra nézve dltdrt. (Az ellipszisnel ellenkezdleg
valddi tortszém).

E tulajdonsag tokéletesen jellemzi a hiperbolat; azaz amely gorbe vonal
minden pontjanak azon tulajdonsiga van, hogy valamely meghatdrozott
ponttél és egy adott egyenes vonaltél valé tavolsigai 1-nél nagyobb, de
alland6 értéki ardnyban vannak, az ily gorbe vonal okvetleniil hiperbola.

10. Ami végre a hiperbola szerkesztését illeti, minthogy ez
gyakorlati szempontbol kevésbbé fontos, mint az ellipszisé, elég itt arra
utalnunk, hogy a 67. § 2. pontjaban eldadott szerkesztési modszer
némi eltéréssel a hiperbolara is alkalmazhato.

Valamint az ellipszisnél CD és HD vonalakat (124. abra), tigy a hiper-
bolandl (melyre nézve AB a fotengelyt képvisell) CD és LE vonalakat kell
kiilon-kiilén » egvenld részre osztanunk. Az osztépontokat itt is gy, mint az
ellipszisnél, B ¢és végpontokkal kapesoljuk Ossze.

74. & A hiperbola csucsponti egyenlete.

Olykor a hiperboldt mas derékszogii rendszerre is vonatkoz-
tatjuk, melynek kezddpontja a hiperbola egyik csucspontjaba, pl.
A-ba, X-tengelye pedig a fgtengely iranyaba esik. Az ordinatak
itt is ugyanakkordk, mint a kozépponti rendszerben, az -k azonban
a-val kisebbek az elébbieknél. Ha tehat a hiperbola koézépponti
egyenletében = helyébe x| a-t irunk, e gorbe estiesponti egvenletét
leljiik, t. i

h2 9 X
Yyt = —— (2ar -+ 2.
Y i (2ao )

" L )
Minthogy a megel6z6 §. 7. p- szerint o p, a cstcsponti egyenlet

igy irhato:

=

yr=2pir 4 L P

75. §& A hiperbola sarkegyenlete.

Sarkpontul (132. dbra) a jobboldali gyujtopontot (F-et), sark-
tengelyiil a fotengely pozitiv irdnyat vidasztjuk. A gyujtopontok
egymastol valo tavolsagat ismét 2c-vel, a f5tengely hosszat 2e-val
jeloljik.

A hiperbola 3 pontjinak koordinatas :

MF =g, és MFX sz0g=c.

W— |



FGM /\-ben:
G2 — T2 FGs — 2FM. FC. cos G,
vagy: G =2 e - dopcos o . o - (2)
Minthogy tovabba: GM — FM =2a,
teh4t egyszersmind GM? =20+ FMp = Q2a—+g9* - - - (&)
(2) és (B) egyenletek alapjan :
ot - do? - dep cos o =4a? -+ dap -+-p%

02 74, “2 2 — a‘&

4—ceosw ¢ i
al{ll —— s o
a
ha

(a
— 5 €S LR tehat :

és ebbdl: 2=

minthogy ¢2—a?=0?% tovabba

}J

T ] —czcosw

-

Ezen sarkegyenlet csupan a jobb oldali hiperbola-4dgra vonat-

kozik, mert (8) egyenlet is csak a nevezett 4g pontjaira nézve
érvényes. A masik ag sarkegyenlete ugyanazon rendszerre vonat-
kozolag ez:

P
=1 Tieso

el

76. & A hiperbola érintdje és derékldje.

A hiperbola érintdjének egyenlete csak annyiban kiilonbdzik
az ellipszis érintdjének egyenletétol, amennyiben ebben —-5* helyett
~ 2 4ll. Ugyanis a hiperhola «/; %' pontjahoz vont érinté egyenlete:

b2
e e
vagy : @y y— b2l r=—a?b% 2
Eszerint a derékld egyenlete:
a?
=y = 2 (e — ).

Tovabba a hiperbola 7 % (3) pontjdhoz hizott érintd (154
4bra) a keét vezérsugar alkotta szOget felezi (az ellipszisnél ez a
deréklorel all). Ennek tiizetes kimutatasa a 70. $-ban kovetett elja-
réstol semmiben sem kilonbozik.
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A mondottaknal fogva a hiperbolasidomulag gorbiilt dombora tiikdr
(amelynek belsé lapja egy hiperbola, sajaf fotengelye koriil tortént forgatasabol
szarmazott) az egyik gyujtépontbél kidradé féuy-, hé-, és hangsugarakat akként
viell visses, niintha ezok a masik g\‘Lll{i.|'rl|1]1|1.|]|.-!| erkeznének. Innen szarmazik
a gyujlopout néy.

134 dhra.

P‘"

& G

Ugyanezen tétel médot szolgaltat:

1. @ hiperbola valamely adott (M) pontjin keresztiil érintét hieni
(felezd I'MG' sziget MT egyenessel, ez a keresett érintd);

2. a hiperboldn Eivil esé (T) pontbdl érintdl szerkesztens.

Az utébbi feladat hasonlokép fejtendd meg, mint a 70. §-ban targyalt
feladat az ellipszisre nézve.

Az érintési vonalakat ugy kapjuk megaz ellipszis ily egyene-
seinek értékeibdl, ha azokba & helyett b/ — 1-et irunk és akkor:

g — i)
a subtangens értéke: —1—7-—;
T
: o
- e A 3 1 4 v e ey
az érinté értéke: by l/ bl +atyl;
; 91
« 15 b2ir,
a subnormdlis értéke : 'a—z"“;

et bt ot - grey?
a normdlis értéke ; ]// bb G

ol
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D) A parabola (hajtalék).
77. § A parabola értelmezése és szerkesztése.

A parabola mértani helve mindazon pontoknak, melyek egy
adott ponttdl ép oly tavol esnek, mint egy kitlizott egyenest6l. Az
adott pontot gyujtdpontnak, vagy gdcnak, az allando egyenest wdny-
vonalnak (direktrix) és azon egyenest, mely a parabola valamely
poutjat a. goccal Osszekapesolja, vezérsugdrnak nevezzik.

A fontebbi értelmezés alapjan a parabola kovetkezOképen
szerkeszthetd :

135. abra. Legyen £ (135. dbra) a gyujto-
Kl Y o pont, KL az irdnyvonal. A gyujto-
Bl-——F~- -i:—;.—/-",/\: ponton keresztiil KL-re £'B mero-
- I A .
i / o i legest vonjuk. Ezutan BF tavol-
. / /o sagot felezziik; a felezd6 A pont a
| / 5 .
Bl Al / P __x_parabola egyik pontja, mert AB =
e IS == A7,
A g A4 pontot a parabola esdcsd-
| N nak, AX egyenest a tengelyenek
| AR nevezzik.
Gl M
LE y! Ezutdn BX egyenes vonal vala-

melyik pontjaban, pl. P-ben, PM
merdlegest emeljitk, és BP nyildssal F pontbol kort rajzolunk,
mely a merdlegest M és M pontban szeli. Ezek ismét a parabola
pontjai; mert MF = BP= M), azaz M pont a goctol ép oly tavol
esik, mint az irdnyvonaltél. Ugyanez all M’ pontrol is.

Ugyanily modon lehet a parabola akarhiny pontjat meg-
hatarozni.

78. §. A parabola csucsponti egyenlete.

A parabolit legeélszeriibben oly derékszogl rendszerre vonat-
koztatjuk, melynek kezddpontja a csucspont, X-tengelye a parabola
tengelye.

A gyujtopontnak az iranyvonaltél valo tavolsagat p-vel jelolve,
a 135. 4brdban AB= AF — % M pont koordinatdi: AP = ux,
MP=y. M a parabola pontja lévén, MF'—= M¢) = BP.
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Azonban: MF—1/MP T FP: és BP=AB~+ AP,

7 T= 2
vagy : AMF—_—‘/W —+ (.1: — %—p) , és BP=1}p |-

—o7 1 2
tehat : l/yz - (;r. = %p) — Ip -
ebbol, ha a gyokjelet kikiiszoboljik :
yr=2px;
ezen egyenlet a parabola minden pontjira nézve érvenyes és a
parabola csios-egyenlete.

79. §& A parabola csucsponti egyenletének taglalasa.

A fontebbi egyenlet y-ra megfejtve lesz:
y =11 2ps.

Kbbél kitiinik: 1. hogy minden z-nek két egyenld értéki,
ellenkezo jelii v felel meg; a negativ a-eknek elienben képzetes
értékii ordinatik felelnek meg. Azaz a parabola csak a pozitiv
X-tengely két oldalan teriil el, meg pedig alul és folill egyenlden.

Ha p negaliv, akkor csak a mnegativ jeli x-eknek felelnek meg valds
értékii- y-ok; ez esetben tehat a parabola a negativ X-tengely két oldaidn
nyulik el

2. Ha #=o0, akkor y is=o0, azaz a kezdSpont a parabolanak
egvik pontja (csucspontja).

3. Minél inkabb novekszik . ériéke, annal inkabb nagyobbodik
a meglelelé y is, de kisebb mértékben. Minthogy & hatartalanul
névekedhetik : a parabola a csucsponttol kezdve az X-tengely két
oldalan végteleniil nyulik el.

4. x-et 1 p-nek téve, a megfelelo y=p, 6és 2y =2p. Ezen
kettés ordinatat itt is gyujtoponti hirnak, vagy paraméternek nevezzik.

5. A parabola barmely pontjanak adott koordindtaibol =@ és
y=~= a paraméter hosszat konnyen kiszamithatjuk. Ugyanis az
adott ponira vonatkozolag:

b2=2p .a;

tehat : 2p == b{;

6. A parabola két pontjanak koordindtait y és &, y"'-vel

jelolve : y/2=2pa’ és y""2 =2pa’" ; kovetkezlleg:
4
?

vagyis : a parabola bdrmely két pontjanak abscisszdi  wgyanazon
ardnyban vannak, mint a megfelelds ordindtdk mdsodhatvdnyai.

yriy=u
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7. A parabola cstcsponti egyenletét aranypar alakjaban igy is
irhatjuk: 2p : y =y : %, azaz: a parabola barmely pontjanak ordindtdja
mértani kizépardmyos a megfeleld abscissza €3 a paraméter kizt.

Ezen alapszik a parabola egyik szerkesztési modja.

Ha t. i. 4 estcsponttél kezdve (135. dbra) az ivAnyvonal felé a tengelyen
2p paramétert kimérjik és az ellenkezd irdnyban valamely tetszés szerinti
(AP) abscisszal kittziink, a kettd kozt a kozéparanyos a megfelels ordindta

hosszat dbrazolja.
Emlitésre méltd még a parabola kovetkezd

1859 4hra. szerkesztési moédja: Legyen 4 a parabola csicsa

Y (186. abra), AX a tengelye &s S egyik adott pontja,
Hl_—> N S melynek ismeretes koordinatait ¢, b-vel jeloljlik. Mi-
| / utan ARST derékszogti négyszoget megszerkesztet-
0 M b tiik, osszuk el ugy AR, mint RS oldalit n egyenld
&V{ | részre ; ezutan kapesoljuk Ossze ES-nek r-dik osztd-
A x| X pontjat (B-t6l 8 felé szamitva) 4 csicesal és hiz-
TRy sunk ABE-nek rdik osztépontjan keresztil (4-t6l B

felé szmitva) AX tengellyel parhuzamos egyenest. AN és OM metszd pontja
M a parabola egyik pontja. Mert ha A3 pontot XAY derékszogii rendszerre
vonatkoztatjuk, azaz MP=y és AP=r, AMP &s NAR haromszégek hason-
16s4ga kovetkeztében :

Tovabba : y=r 7 2
7 b
E két egyenletbél —;—-t kikiiszObolvén, ¢* = :’ N

4s ez a fontebbi 5. pont szerint nem egyéb, mint a parabola csiesponti

137. abra. egyenlete.
Ezen alapszik e gorbe egy igen egyszertl szer-

gz /3 /y S kesztési modja, melyet a 137. dbra mulat.
/—'---’ ' 8. Vegiil laini valo, hogy mig az ellipszis
] "_,/,// pontjainal a gyujtoponttol és az irdnyvonaltol
valé tavolsagok kozott az ardny kisebb 1-nél,
és a hiperbola pontjainal ugyanezen arany
nagyobb 1-nél, addig a parabola pontjainal
ezen arany éppen annyi, mint 1. A parabola tehat atmeneti alak
az ellipszis és hiperbola kozott, amit majd késébb a nevezett gorbe

vonalak tiizetes Gsszehasonlitisa alkalmaval meg bovebben kifejtiink.

/

= ks Ge M

A

80. §. A parabola sarkegyenlete.

Sarkpontil a parabola gyujtopontjat, sarktengelyiil ugyanannak
tengelyét vélasztjuk. BF tavolsagot (13d. abra) ismét p-vel jeloljiik.
I pont sarkkoordinatdi ME=p eés MFX ¥ = o. A parabola jel-
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lemz6 tulajdonsaganal fogva MF = BP=BF |- F'P, vagy o=p ~+
g cos v, tehat:
p

S
Legyen w==o0. ekkor ¢=0c; ha 0=90% p==p; ha w==1800,
P

92?7 stb. amint lennie kell.

81. §& A parabola érintéje és derékldje.

A parabola adott egyenlete: y?=2pz, M érintési pont koor-
dinatai: o’ ¢’ (138. 4bra).

Az érintd egyenletét keresve, az adott érintési ponton és a
parabola egy mésik (pl. #” ") pontjan keresztiil szel6t huzunk.
Ennek egyenlete :

1538 /_y,—'?_/i, /
=yl (=) (m)

Minthogy (2’ ¥/) és (»”y") a parabola pontjai, tehat:
Y2 = 2px és Yy’ =2px’,
ezekbol : y'2 — y'2 = 2p (' — x"'), és:
y—y' _ 2
s A el
Az utobbi értéket a fontebbi (m) egyenletben helyettesitvén,
a parabola szelGjének egyenletét kapjuk, t. i.:

, 2p .
= Y N —— = e = ) Q?).
% y+y(

Legyen 3 — y”, ekkor a szel6bol érintd valik; az utdbbi
egyenlete tehdt:
P
y—V=é%v—w, (@)
vagy, ha a torteket megszﬁntetjiik és tekintetbe vessziik, hogy #'?==
— 2px/, az érintd egyenlete ily alakot nyer:
vy =p (@ + ). ®

A deréklé egyenlete tovabba:

y—y =-— %(%——f’f’)-
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138. 4bra. A szerkesztést illetéleg elo-
T szor az érintének (MT-nek) (138.
abra) azt a pontjat hatdrozzuk
meg, ahol az X-tengelyt atmetszi.
Eveégbol (8) egyenletben legyen
y = 0. a megfelel6 x = — .
Azaz a T pontot ugy leljik, ha az
erintési pont abscisszdjat (4.L-t)
a kezdd ponttol a negativ z-ek
irany&ban kimeérjik. 7' pontot
az érintési ponttal dsszekapesol-
v van, a Kkivant érintét kapjuk.
Hasonloul a derékld egyen-
letében, ha y = o, a megfelelé == AN =21"+p, tehat PN =p;
ez alapon a parabola derékl6jét konnyen megrajzolhatjuk.

A mondottak alapjan tovabba ki lehet mutatni, hogy a parabola
érintdje (MT) az érintési ponthoz tartozo vezérsugdrral és a tengellyel
egyenld szdgeket alkot.

Ugyanis AB=AF=1}p, AT=AP=1, FM=—BP=ux 4
+4p s FT=AT+AF =2 4 p; kovetkezBleg FM=FT és
TMF X = MTF X, vagy, ha MX' || AX-szel: PR & = T MX &
E tulajdonsagnal fogva nyerte a gywjtdpont a nevet.

Tovabba ha MQ | KL-re (139. abra) MT érintd is 1 F'Q) egye-

139. abra. nesre ; mert MF =M, és
/ TMF X=MTF¥=TMQ <.

Ez alapon valamely adott
(§) pontbél (139. abra), a
paraboldhoz érintét vonha-
tunk.

Ugyanis legyen M a keresett
érintési pont és SMT az érintd.
Hazzuk MQ-t | KL-re és kossiik
ossze Q-t I ponttal. A mondot-
taknal fogva az érinté merdleges
FQ-ra és felezi ezt. Ennek kap-
csan S = SF. Ha tehat az adott
S pontb6él SF sugarral kort raj-
zolunk, az KL iranyvonalat Q
pontban atszeli. Ha tovdbbd F¢
egyenesl hizzuk és erre S pont-
b6l ST merdlegest rajzoljuk, ezen
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ST a kivant érint6, mely a parabolat azon a ponton érinti, ahol az 4X-szel
parhuzamos M¢ az érintével taldlkozik. — Minthogy ama kor az iranyvonalat
két pontban (@ és Q' pontban) metszi, ennélfogva a parabolan kivill esd bar-
mely ponthél két érintdt vonhatunk a parabolédhoz.

A négy érinté-tavolsig meghatdrozasa kovetkezOképen végez-
hetd: A subtangens TP = PA - AT=2x, (138. abra). A parabola
barmely pontjanak subtangense ilyforman akkora, mint az illeté pont
abscisszajanak kétszevese. Az érinté MT a TPM derékszogii harom-

sz06gb6l nyerhetd, mert M P2 = TP 4 PM? = 4} |y = 4] -
- 2py, = 2u; (22, - p); innen TM = {/ 2z, 2z, —T——ﬂ A subnor-
mdlis PN meghatarozasira a normalis egyenletébe y =0 érteket
irva megkapjuk a normalis ¢s a tengely N metszési pontjanak az
abscisszajat s ez AN =z -+ p, s minthogy a subnormalis PN =
— AN — AP, azért PN=ux, -+ p —x, =p. A subnormalis a para-
hola minden pontjara nézve allando. A normdlis hosszat MNP
derékszogii haromszoghol szamitjuk ki ; ebbdl MN2=PM? - PN2 =

=y p?=2pry - p? 6 PN=1p@n+p)

E) A masodrendid vonalakrol altalaban.

82. & A két valtozot tartalmazo altalanos masodfokt
egyenlet mértani jelentése.

Az eddigiekbél tudjuk, hogy a kir, ellipszis, hiperbola és para-
bola egyenletei a valtozo koordindtakra vonatkozolag masodfokuak ;
viszont minden masodfokt egyenlet, mely két valtozo mennyiséget
foglal magaban, szitkségkép a nevezett vonalak valamelyikét jelenti.

Ugvanis a ket ismeretlent tartalmazo masodfoku egyenlet alta-
lanos alakja ez:

Ayr 4 By -+ Ca2 4 Dy 4 Er -+ F=o. (1)

Hogy a megfelelé masodrendit vonal jellemzd tulajdonsagait
kimnyebben filismerhessiik, a mondott egyenletet a koordinata-rend-
szer 4talakitasa altal egyszeriibb alakba Ontjiik.

Elészor foltesszitk, hogy egyenletiink derdkszigii rendszerre
vonatkozik, ezaltal altalanossdgin csorbat nem ejtiink ; mert, ha a
koordinatdkat kepviselé =, y mennyiségek ferdeszogii rendszerrel
vonatkoznanak, modunkban all derékszogi rendszerre attérni anélkil,
hogy e mialt az egyenlet altalanos alakja megvaltoznék. Az atala-
kito kepletek (48. §.) tudniillik elsdfoku egyenletek 1évén, az ere-
deti egyenlet fokat nem modositjak.
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Mar most az evedeti derékszogl rendszerrdl egy masik derek-
szbgit rendszerre tériink at, melynek ugyanaz a kezddpontja. mint
az elébbinek. Az uj rendszerbeli koordinatakat / ¢/-gyel, az 1] és
arégi X-tengely bezarta szoget z-val jeloljiik. Ekkor a 48. §. I a
kepletei szerint x helyébe (' cos a—y sin o) és Y Lelyébe (' sim %~
y’ cos «) teendd, minekfolytan a fontebbi egyenlet ily alakot nyer:

(A.0082x——.B.s'inocco,Soc—lr—C.sinﬂoc)y’Z—f— )
4 [2(A—C)sima.cosa ~ B (cos? o — stn? )] zy |
—-\—(A.Si?’bzl+B.Sin1.(308%—]—0.00821),%’2—'[— } (2)

(D.coso—E .sma)y + (D . sina+E. cos x)x’! “+F=0. Jl

Rovidseg okaert y'? egyiitthatojat M-mel, o/ 3 egyiitthatojat
L, r>-6t N, y'-ét B, 26t pedig S betiivel jelpljiikk s az utobbi egyen-
letet roviden igy irjuk:

My’2+L1"y’—Q—Nx’ﬁ—}—Ry’—}—Sx’—{——F: 0.
Minthogy « szog nagysaga tetszéstinktdl figg, akkorara vehetjik,
hogy a masodik tag egyiitthatoja (L) zérussa valjek. Legyen tehat
L — o, vagyis 2 (A— () sim x. €0 o~ B (cos? o — stn? 2) = 0 €3 ke-
ressiik most « azon értékeit, melyek e foltételnek megfelelnek, azaz
fejtsiik meg az utobbi egyenletet «-ra vonatkozolag.

Evégett 2sim a. 00S 2 helyébe a szogmértan megfelelé képlete
nyomén sin 2o-t, €s €0s? % -— sim? « helyébe a megfeleld képlet alap-
jan cos Za-t irunk es igy az utobbi egyenlet ekkep modosal

(A — C) sin 20+ B cos 20.— 0,
ebbdl kovetkezik, hogy:
B

2t
Ugyde tudjuk, hogy a tarigens 0-tol oo-ig akarmilyen pozitiv, vagy
negativ értékit lehet; ennélfogva barmely éviekilek is az 4,B,C
egylitthatok, okvetleniil talalhatunk akkora o szOget, melyre nézve
L==0, azaz a (2)-vel jelolt egyenlet masodik tagja elmarad.

Ennek kovetkeztében a szoban forgo egyenlet ily alakot nyer:

My'r + Nx'2 4 Ry S« + F=o. (3)

Mielétt tovabb haladnénk, vizsgaljuk meg kizelebbrél « azon értéket,
mely L = o-nak megfelel.

WiGszor is feltiind, hogy « sz0g ertéke egyediil A, B, ¢/ egyiitt-
hatoktol fiigg Tovabba tudvan, hogy :

; 209«
fq D — an @2 =
ezen egyenlel tg a-ra vonatkozolag masodfokn 1éven, s-nak két olvan

ty 200 = —
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értéke van, melyre nézve L =o. Ugyanis keressiik ki az utobbi
egyenlethdl tga-t, lesz:

o

tg 20— tg 2o
g 20 helyébe fontebbi értékét téve:

tg o

¢és, ha tg 2 két értekét egymastol elkiilonitjiik :
o = A= OHVA— P B
N e e
5 |
A O — /(A= 0P+ B |‘
S R T DY gy

Latni ebbol, hogy az uj X-tengelynek két olyan helyzete van,
amikor L = 0. Tovabba tg «; és tga, ellenkezd jeliiek, mert A — C
okvetleniil <7 ¢/ (4 - 0)3 -+ B2; eszerint az egyik tangens 4, a
masik — jelii. Ezt még vilagosabban latjuk, ha {g e-nak két értékét
egymassal megszorozzuk. Ugyanis tg oy . g oy = — 1.

Az utbébbi egyenlet tovabba azt is mutatja, hogy az X-tengelynek ama
két helyzete, mely a fontebbi (L —=o0) kivetelésnek megfelel, 90%-ra esik egy-
mastol. Midén tehat az X-tengely az egyik helyzetben van, a hozzatartoz6
Y-tengely a mésikal foglalja el.

Ismerve fga azon értékeit, melyek L egyiitthatot a (2) egyen-
letbdl elenyésztetik, konnyen kiszamithatnok a megfeleld sin ot és
cos o-t, és ezek helyettesitése utan M, N, R, S egyiitthatokat is.

Elébh azonban folytatjuk a (3) szdmu egyenlet egyszertisitését,
és kikiliszoboljiik ebbol »' és ¢ els6 fokt hatvanyat is. Evégett
ismét egy 1 koordindta-rendszerre tériink at, melynek mas kezdo-
pontja lesz, de tengelyei az elébbiekkel parhuzamosak.

Az uj kezddpont koordinatait az elébbi rendszerre vonatkozo-
lag m- és m-nel, az Gj rendszerhez tartozé koordinatdkat pedig
2 y’-vel jeloljitk és a (8) szdmu egyenletben ' helyébe (2 -+ m)-et,
y' helyébe (y” 4+ nj-et irunk.: Ekkor a (3) egyenlet igy modosul:

Nyt No"* 4 (2Mn + E)y”  @Nm - S)a” ) :
—~+ Mnt 4 Nm2 4 Rn+ Sm—+F =o. f (4)

Minthogy az 4] kezdOpont tetszés szerint valaszthato, modunk-
ban all m és n értékeit akkordra venni, hogy «” és ¥’ els6foku
hatvanyainak egyfitthatéi zérussa legyenek.

Legyen tehat:

2Mn~+R=0 & 2Nm—~4S=o0,

tg oy =
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ezekbol :

=) R
Mm=— gy 68 N=— oo
ezen értekek mellett az emlitett egyiitthatok csakugyan zérussi
lesznek.

Lassuk tiizetesen.

1. Tegyiik fel, hogy sem M, sem N nem o: ekkor m és n
véges mennyiségek, és a fontebbi (4) egyenlet ily alakot nyer:

My? | Nz2=P. %)

2. Ha M=o, de V és R nem o, akkor # = — oo ; ha pedig
N=o0, de M és Snemo,akkor m=— o, vagyis az 0j kezdSpont
egyik koordin&taja hatirtalan mennyiség, tehat a célbavett Atalaki-
tds nem vihetd véghez. De azért a szoban forgo6 egyenletet ezen
utobbi esetben is lehet még egyszeriisiteni; nevezetesen :

a) Midon M=o, de N meg R zérustol kitlonbozok, m és n
értékeit ugy vehetjiik fel, hogy:

2Nm -+ S=o0, és Mn?+4 Nm?*-+ Rn+ Sm+ F=o,
ekkor pedig: )
& A 2 y
’g%fa R N —|—2m—{—F;
ezen értékek végesek és redlisak lévén, a rendszer ily atalakitisa
valoban lehetséges. A (4)-gyel jelolt egyenlet ennek kovetkeztében

m = —

ily alakot nyer: Na2-+ Ry ==o0, vagy, ha —%—et @-val jeldljiik,

==ty 1. (@)
b) Ellenben ha N =o, de M és § egyiitthatok zérustol kiilon-
boznek, ez esetben (2Mn - R)-et, az utolso tagot, vehetjik ki a (4)
egvenletbol, mely azutan ily alaku lesz:
S A
My2 4+ Sxz=o0, vagy, ha — 7t t/-tel jeloljik:

A= g, I ()
Az utobbi egyenlet alakra nézve nem kiilonbozik a megel6zd-
tol [IL ()], csak a koordinata-tengelyek cseréltek szerepet.

3. Midon M =0 R =0, akkor n = —Z~, ha pedig N=o0 és

¥ 0 4 7 - . 14
S =0, akkor m=— — azaz hatdrozatlan értékii. Ez esetekben tehat

még az utobbi atalakitds sem vihetd véghez; egyébirant folosleges
is, mert akkor a (3) egyenlet hatirozott masodfoku egyenletté valik.

*) Rovidség okaért az ékezeteket elhagytuk.
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Nevezetesen @) midén M=o és R=o0, a (3) szami egyenlet ily

alakot olt: ‘
Nap - Se4-F =0 ML (a)

A | Sty ENF
és ebbol: &= R P =
vagy, ha x-nek két értékét elkiilonitjiik :

7 il S—‘-— Vﬁfj@V—F i __——S——-ngm- ]

Xy ON R — o 8
ezek oly két egyenesnek egyenletei, melyek az Y-tengellyel par-
huzamosak.

Ha 82 =—4NF, a két egyenes vonal képzefes.
b) Midén N =o, és S=o, a (3) szdmt egyenlet ily alaku:

ebbl : ok - ‘gﬁz 2L

az utobbi egyenlet ismét két egyenes vonalnak felel meg, melyek
az X-tengellyel parhuzamosak.

A mondottakbol minddssze azon tanulsdgot merithetjiik, hogy
a két ismeretlen mennyiséget tartalmazo altalanos masodfoku egyen-
let a koordinata-rendszer két izben valo atalakitasa altal eme ket
alak egyikére vezethetd vissza:

I My>+ Nat= P, vagy 1. y2= Q.

Kivétel csak egy vau, middn t. i. az eredeti egyenlet masodik tag-
janak kirekesztése kovetkeztében . és y-nak mind a két hatvanya
elmarad: ekkor az egyenlet két parhuzamos egyenes vonalat jelent.

83. §. Az atalakitott masodfokl egyenlet taglalasa.

Ezekutan vizsgaljuk meg tiizetesen az 1. és IL szamu

egyenletet.
I My? -+ Na2==P.

Itt M egyiitthatot mindig pozitivnek tekinthetjiik, mert, ha negativ
jelit volna, az egyenlet minden tagjanak elgjelét ellenkezore val-
toztathatjuk.
N és P egyiitthatokat ilietéleg kovetkezo lehetségek vannak.
1. N és P pozitiv mennyiségek. Ekkor az . szama egyenlet”
igy iz irhato:

N M AR S
'y =1, vagy £ &, i
N u
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ez pedig a 6. § szerint oly ellipszisnek az egyenlete, melynek [¢l

[ ) =
nagy tengelye o= / -—1—7, fel kis tengelye b:!// —L-
Az ellipszis valtozatai. o) Midén M = N, az ellipszis korré valtozik. &) Ha
>=0, az elsd egyenlet kovetkezd két egyenletre bonthaté: My?= o, ¢s
Nri=o0, ami csak gy allhat meg, ha ¥ =0, és x=—o0; ez esetben tehit a
mdasodrendii vonal ponttd lesz és e pont egyszersmind a rendszer kezdépontja.
2. Ugy .V, mint P negativ mennyiség; ekkor az I szamu
egyenlet ily alakban irhato:
i a2 ik y*:==1, vagy j’ e If’ =1
],) ]) / 7 o J A-:\—r- 71,,
és ez oly hiperbolanak az egyenlete, melynek fotengelye X-ten-

1 o
gelylil szolgdl. A fél fétengely a:E/ N és a fél mellek-tengely
14
Tk
e ,"/ .__1_ o
M
Ide tartoznak a kovelkezd kilon esetek: a) M==— N, ekkor a hiper-

bola egyenldoldalt, vagyis derékszigl. 4) Midén P=o, akkor My? — Nuz=—=0;

, /N . , ALY :

és y= i .I'I/ 77 - Bz pedig a kezddponton dtmené egyenes vonalpérnak egven-
lete. A hiperbola tehat a jelen esetben két -— egymast dtmetsz8 — egyenessé
valtozott.

3. Ha N negativ, de [’ pozitiv mennyiség, az (I) egyenlet ismét
hiperbolat jelent, melynek fdtengelye azonban az Y-tengely ird-
nyaba esik.

4. Ha N pozitiv, de P negativ, akkor az l. egyenlet mértanilag
semmit sem jelenthet, mert a koordindtiknak értékel képzetes
mennyiségek. i

I y2 = r.

1. Ha @) pozitiv, az egyenlet parabolat jelent, melynek tengelye
az X-tengellyel egybeesik, paramétere pedig: 2p = ().

2. Bz akkor is &ll, ha ¢ negativ; azaz a Il.-vel jelolt ‘egyenlet
igy is parabolat jelent, paramétere ismét == ¢/, de tengelye a nega-
tiv X irdnydba esik.

A parabola valtozata gyanant- tekinthetd azon mar f{Ontebb
érintett eset, midén nemecsak N==0, de S is=o0; ekkor t. i. a
parabola két parhuzamos egyenessé lesz.

Mindezekbdl latnivalo, hogy a két valtozo mennyiséget magd-
ban foglalé méasodfokiu egyenlet :

Ady2 4 Bry 4~ Cr2 4Dy + Ex 4+~ F =0 (1)

Abel Lévay-Polikeit - Mértan II. vész. 14
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vagy 1. ellipszist jelent (ideértve az ellipszis véltozatait: a kort, a
pontot €s a keépzetes gérbét is); vagy :

2. hiperbolat (ideszamitva az egyenléoldalu hiperbolat és az
egymadst dtmetsz vonalpirt), vagy:

3. parabolat (ideértve a két parhuzamos egyenest). o

Ami a gbrbe vonal mingségét illeti, ez — mint lattuk — az
atalakitott egyenlet M és N egvyiitthat6itol figg; az utobbiak értékei
azonban az eredeti (1) egyenlet 4, B ¢s ¢ egylitthatoitol fiiggenek ;
ennélfogva a gorbe vonal mindségét az dltaldnos egyenlet A, B, C
egyiitthatés hatdrozzdk meg. Fejtsik ki mar most M és N értékeit,
hogy az eredeti (1) egyenlet dltal képviselt gorbe vonal irdnt kéz-
vetlen folvilagositast nyerjink.

A 82, §. szerint:

M=A4.cos* «—B.sin a.cos o C.stn? . 1)

N=A.sin* a+ B.sin a.cos o+ C.cos? a. 2)

(Ad—C).sin 20+ B. cos 20— o, 3

Az 1) és 2) szamu egyenletb§l :

M4 N=A4 (cos* a+sin? o) € (sin? o+ c0s%a) 4

M — N =4 (c0s* & — sin? o) — B (2 sin 2 cos a) — €' (cos? o — sin? o),
vagyis:

M+N=44Cés M—N=(4d -~ C) cos 2« — B sin 2u:
az utobbi egyenletet és a 3. szamut négyzétre emelvén és Hssze-
advan, lesz:

(M—Np=(4 — O+ B, »
M—N=y(4d—CrF B
M — N értékét M - N-éhez hozzdadva, illetbleg abbol kivonva, lesz :
WA+ OV A—CrF szés N A=Y A —Cp 1 B
' v 2

Ha a gytkmennyiség jelét negativnek vesszitk, M és N érte- |
kei foleserélédnek, azaz a két tengely helyet cserél. |

Minthogy mindig foltételezhetjiik, hogy az eredeti egyenlet A I
egyitthatéja pozitiv (mert ha negativ lenne, az egyenlet minden
tagjdnak eljelét ellenkezére valtoztathatnok), ennélfogva a féntebbi
egyenletek szerint M okvetleniil pozitiv.

Ami N-et illeti, ez lehet ~+, vagy -- jeli. Ugyanis szoroz-
zuk meg M és N értékeit egyméassal, lesz:

MN =1/, (44C— B2);
ebb8l latnivalo, hogy ha 44C - B2 pozitiv, akkor XV is pozitiv:
ha 44C— B2 negativ, N is negativ; végiil, ha 440 — Br—g,
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vagyis 44C= B2 akkor N=o0. Kzt az eredménvt a fontebbiekkel
egybevetve, a masodrendii vonalak megkiilonboztetésére kivetkezd
szabalyunk van:

A két vdltozdt tartalmazé mdsodfokd egyenlet ellipszist, hiper-
holdt wvagy paraboldt jelent (ide értve ezek valtozatait is) aszerint,
amint B2 — 4AC kisebb, eqyenld vagy nagyobb o-ndl.

84. § A méasodrendii vonalak kozéppontjarol.

Valamely gorbe vonal kdzéppontjanak azt a pontot nevezziik,
mely a rajta keresztiilmend hurokat felezi. Kérdés, mely ‘masod-
rendt vonalaknak van ilyen kozéppontjuk? Ennek kipuhatolasa
végett az (1) szamu altalanos egyenletre tériink vissza s abban
helyéhe (2’ --m)-et, y helyébe (y - m)-et irunk, mis szoval: a
régi rendszerr6l 1uj tengelyrendszerre megyiink 4t, melynek mas
kezdépontja, de az eldbbiekkel parhuzamos tengelyei vannak. Ekkor
az idézett egyenlet ily alakot nyer:

Ay'? 4 B’y + Cu'* 4 240+ B+ D) 4
+(2Cm4-Bn+-E)x' 4 (An® 4+ Bmn -+ Cm? + Dn -+ Em 4+ F)=o.
Minthogy m és m hatdrozatlan mennyiségek, szabjuk meg értékoket
ugy, hogy = és y elséfoku hatvinyainak egyiitthatéi zérussa valja-
nak, azaz legyen:

24n - Bm - D=0 és 20m -~ Bn + F=o,
ennek kovetkeztében :
2AK— BD 20D — BE
B —AC " T B -24C
és a fontebbi egyenlet ily alaku lesz:

Ay Bry+4Cr2 - F=o....(y).
ahol F'—=F 4 — Ezgp_fjg oy

Latnivalé, hogy (y) egyenletben -~ és -y helyébe minden
valtozas nélkiil — » és — y-t irhatunk, azaz: ha 2/, 3/ a gorbe vala-
melyik pontjanak koordinatdi és mint ilyenek (y) egyenletnek meg-
felelnek : akkor — 2" és — 4/ is ugyanazon gorbe egy méasik pont-
janak koordinAtai, mert az utébbiak hasonlolag megfelelnek ugyan-
azon egyenletnek. Amde e két pont a rendszer kezdd pontjatol
egyenld tavolsagra van és azzal ugyanazon egyenesbe esik, kovet-
kezbleg az 1] kezdéponton &tmend hiurokat a nevezett pont felezi
Ugvane kezd6pont koordinatdinak értékeibsl tovabba azt is latni,

14*

M=
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hogy az 4talakitds csak az elllipszisre és hiperbolara nézve vegez-
hetd, a parabolira nézve ellenben nem lehetséges; az utobbinal
t. i, B* — 4AC=o, azaz m és n hatdrtalan értekiek.

Ennélfogva a mésodrendii vonalak kozott csak az ellipszisnek
és hiperboldnak van kbzéppontja.

85. § A masodrendii vonalak atmeérdirol.

Tudvalevd, hogy az ellipszis két tengelye az azokra merdleges
hurokat felezi; ugyanez all a hiperbola fstengelyerdl és a parabola
tengelyérdl is. Kérdés: nincs-e meg t6bb ilyen vonal, mely a masod-
rendfi gdrbék parhuzamos hirrendszereit felezi ? Az ily tulajdon-
sagli vonalakat dtmériknek nevezziik. Az atmérd tehat nem egyéb,
mint valamely parhuzamos hirrendszer felezd pontjainak mértani
helye. Eszerint a foltett kérdes roviden ez: Mifele atmérdik vannak
a masodrendii vonalaknak ?

Eldszor az ellipszis és hiperbola, azulan a parabola atmeérdirél szélunk.

1. Az ellipszis dtmérdi. Az ellipszis kdzépponti egyenlete a ten-
gelyekre vonatkozolag :

aty? + b2 = a?h?; (1)
az ellipszis valamely hurjanak, pl. MN-nek (140. abra) egyenlete :
y=kx+1L (2)
140. abra. Ha a kozbs metszé pontok koordinatait
K keressiik és evéghol y-t a fontebbi ket egyen-
7 /T E S lethtl  kirekesatjitk, kovetkezd masodfoki
ilas S _,a/ \  egyenletre jutunk: (a2 b?%) 22 - 2a%klr -
e F—_] a (@@ —b)=0 (3). Megfejtvén ez egyenle-
M"\"__ ‘Q;’ / U tet, a két metszpont abscisszait leljiik : név-
"'C"'“=—'L-'f~;"r\l’ szerint 2/ es a/-t, mikbél a (2) egyenlet

-—

alapjan a megfelelé o' és y” is meghatarozhato. Focelunk azonban

MN hir (140. dbra) felezd pontjanak (O-nak) koordinatdit, £ ésnt
meghatarozni. Ugyde &E=4§ (' 4-”) és n=13% (v -+ y"); tovabba
a rendezett masodfoku egyenletben: a mdsodik tag eqytitthatdja az
ellenkez¢ jellel wett gyokok osszegével eqyenld, tehat a (3) egyenlet
alapjan : -
(12

e )
A megfeleld ordinatat »-t megkapjuk, ha a hir (2) egyenletében
z helyebe &-t (illetSleg ennek értékét) tesszik, mert a felezd pont

SN
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a hurnak pontja lévén, kell, hogy koordinatai e hir egyenletének
megleleljenek, azaz »=4# &1, vagy:
b2l

"= b ©)
A (4) és (D) egyenletbol osztds altal lesz:
7 R ! h:
z:*’“a—z‘k‘ és ebbol : N = -— &24]6 s (6)

Ez egyenlet MN hur felezd pontjanak (2 és =) koordinatéi
kizt az ardnyt megszabvan, vildgosan mutatja, hogy ez arény !/
mennyiségtdl teljesen fiiggetlen. Ha teh&t 3/ N-nel parhuzamosan egy
mésik, pl. M’V hurt vonunk és felezé pontjdnak koordindtait & és
#/-sal jel6ljik :

b? o,

pAL

Ugyanez all mindazon hurok felez6 pontjarol, melyek MN-nel
parhuzamosan haladnak. Eszerint, ha &t és mt valtozo koordina-
takul tekintjilk, a fontebbi (6) egyenlet azon vonal egyenlete, mely
az NM-nel parhuzamos hurok felezd pontjanak mértani helye. szo-
val az ditmérének egyenlete, mely, a mint latjuk, a koézépponton
keresztilmend egyenest jelent.

Minthogy a mondottak az ellipszis barmely pérhuzamos hur-
rendszerérdl allanak, ennélfogva az ellipszis dtmérdi egyenes vonalak
és a kozépponton mennek keresetiil.

Viszont, minden oly egyenes (KL), mely az ellipszis k6zéppont-
jan.megy keresztiil, valamely pirhuzamos hurrendszer atmérdjének
tekintheto.

Mert, ha az adott egyenes egyenlete :y = &'z,

% T i
legyen & =— — peyE tehat £— — ey

‘f‘,:-—-

¢s ez azon hurrendszer hajlisi sz0gének tangense, melyet az adoft
cgyenes felez.

Az ellipszis atmérdje a felezett hirrendszerrel sajatszerii viszony-
ban van. Ugyanis az ellipszis MV hurjanak egyenlete ily alaku y ==
= L1, a hozzatartoz6 KL aiméréé: y=~ux; a fontebbiek
szerint :

b2 - b2
—m, tehat kk,:——' =

1. Most, ha az atmérd egyik, pl. K végpontjan keresztiil

érintét huzunk az ellipszishez és ezen érintd hajlasi szogének, azaz

=



214

KTX szognek tangensét t-vel, az érintépont koordinatiit =, y’-sal
jeldljik, a 70. §. L. p. szerint

P b ! f
="y
de mert:
¥ =Fkz', tehit:
h2 - " b2
= — 76‘,;‘2" és th! —=— ﬁ‘ 3

Osszehasonlitva ezt az (1) egyenlettel, kitiinik, hogy:

' =FkE, tehat t="F,
vagyis az atmérd felezte hurok az atmeérs végpontjan keresztiil
hazott érintdvel parhuzamosak.

2. Ha MN hurral pArhuzamosan egy masodik 4tmérst vonunk,
cz viszont felezi az els6 4tmérdvel parhuzamos hirokat. Mert a masodik
HJ atmeéré egyenlete: y =~Z%xz, a hozza tartozo (azaz altala felezett)
hirok valamelyikének egyenlete pedig ily alaki: y=4#r" 21"

Ugyde a fontebbi (1) egyenletnél fogva kell, hogy:

! 2 : h2
Z:”/a':*—»—b— és kbt = — —;
a? a?
tehat : ' k=Fkk 6s k"=
Azaz a két atmérd mindegyike felezi a masikkal parhuzamos hurokat.
b2

kzek a tdrsatmérdk ; ezekre nézve I# — - =1
[¢]

3. Mid6n az (1) egyenletben &' = o, akkor 4= 0 ; azaz, ha az
cgyik atmérd az X-tengellyel egybeesik, akkor a masik az Y-tengely
iranyaba esik; igy tehat az ellipszis nagy és kis tengelye is Ossze
tartozo atmérok, amit mar ugy is tudunk. E két tengelyen Kkiviil
nincsenek mds derékszogi atmeérok. (Miért nincsenek ?)

II. A hiperbola dtmérdi. Amiket az imént az ellipszisrél elmon-
dottunk, azok némi médositdssal a hiperbolara nézve is érvényesek.
Nevezetesen :

A hiperbola 4tméréi is a kbzépponton mennek keresztil ;
viszont minden oly egyenes, mely a hiperbola kozéppontjan megy
keresztiil, valamely hurrendszer Atmérdjéiil tekintheté. Kivétetnek
azonban a kozelitd vonalak. A hiperbola &tmérdi az altaluk felezett
hurrendszerhez hasonlé viszonyban vannak, mint az ellipszis atméroi.
T. i. a hiperbola azon hurjai, melyeket egy reghatirozott &tmérd
felez, az utobbi végpontjan keresztiil huzott érintével parhuzamosak.

Ha a hiperbola egyik atmérdje a masikkal parhuzamosan vont

e
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hrokat felezi, akkor viszonl az utébbi atmérd az eldbbivel par-
huzamos hirokat is felezi. Az ily atmerdket itt is fdrsatmeérdknek
nevezzitk. Megjegyzendd azonban, hogy ket tdrsatmérd kozil csak az
egyik metszi a hiperbolat; a masik ellenben nem talalkozik azzal.
Mert két atmérd egyenlete altaldban ily alaki :
y=kx, és y==~kuz;
minthogy pedig ezek tdrsatmérdok, k és I kozt kovetkezd egyenlet all:
=Y
a3

Most, ha az egyik atmérd a hiperbolat metszi, a megfeleld &

D b l
okvetleniil <C 7 (miért ?), tehat & > = -nal, mert kiilsnben £&" nem

bb l
lehetne T De ha A:’>%—nal, akkor a masik atmérd nem

metszheti a hiperbolat. — Eszerint a hiperbola két tarsitmérdje
kazill csak az egyik valodi, a masik ellenben képzetes atméro.

A hiperbela tengelyei is tarsatmeérdk, melyek a megfeleld hur-
rendszerre merdlegesel ¢s azt felezik. K ket tengelyen kiviil a hiper-
bolanak masnemil derékszigii atmeérd parja ninesen.

1. A parabola dtmérdi. A parabola esticsponti egyenlete :

Y= 2px, (1)

AN hurjanak egyenlete ugyanazon rendszerre vonatkozolag:

141. abra. fi— T 1. (2)
A metszdpontok koordindtait kere-
sendbk, a két egyenlethol .-et ki-
rekesztjiik ; legyen:
A B, )
Kz egyenlet ket gyokét y és -
vel, MN hir (141. ébra) felezd
pontjanak (O-nak) koordinatait 1s-
mét & és m-val jelolve:

n=% (f +¥") = ?) (%)

azaz O pont ordinataja {-nek eérte-
kétol tiggetlen; ennelfogva az MN-nel pérhuzamos hurok felezd

pontjainak ugyanazon ordinatajuk van (w:%), kovetkezoleg : min-

den piarhuzamos hirrendszer felezi pontjarnak mértant helyél az
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‘- LIS e :
X-tengelytol 17— tidvolsdgra esé és azzal pdrhwzamos egyenes vonal
v

dbrazolja.

A parabola atmérdi tehit mind parhuzamosak a tengellyel.
Viszont minden egyenes vonal, amely a parabola tengelyével par-
huzamos, atmérének tekinthetd; mert, ha 4 értékét kellben meg-

valasztjuk, l/:“ barmily értékil lehet.

Legven tovabba az MN-nel pirhuzamos hirrendszer aAtmérd-
jének egyenlete:
=1y
ekkor a mondottak szerint:

Mo o B
Y= tehat ic_y, :

P 3 =
Méasrészt azonban [17 egyszersmind tangense azon szignek, melyel
az Aatmerd L vegpontjan keresztiil huzott érintd az X-tengellyel
befog. Ebbol azt kovetkeztetjiikk, hogy a parabola mindazon hurjai,
melyeket egyazon atmérd felez, az ennek végpontjahoz huzott érin-
tével pérhuzamosak.
Az X-tengelyre merdlegesen hiuzott hurokra nézve:

$ y2i

h— 117: %, tehit i =o,
azaz ckkor az atméré a parabola tengelyével dsszeesik. Ez utobbin
kiviil nincs mas 4tmérd, mely a megfelelé hurrendszerrel derék-
szbget alkotvan, azt felezné.

86. §. A masodrendii vonalak egyenletei tarsatmérdikre
vonatkozodlag.

1. Az ellipszis és hiperbola. Eddigelé az ellipszis tulajdonsagail
azon egyenletbdl fejtegettiik, mely a nevezett gdrbe tengelyeire vonat-
kozik s igy szol: a*y? -+ b2x? = a?b?. (1)

Ha sikeriilne az ellipszist oly ferdeszigit rendszerre vonatkoz-
tatni, melyre nézve egyenlete a fontebbi (1) alakot megtartana, t. 1.
az allando tagon kivill a két véltozénak ecsupan masodhatvanyait
foglalnd magaban, akkor kétségen kivill az 1) tengelyek az ellipszis
tarsatmérdit kepviselnék; mert a foltételezett esetben x barmely
értékenek ket egyenld ertéki, ellenkezd jelii y felelne meg és viszont ;
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mér pedig az olyan egyenes vonalpar, melybdl az egyik a mdasik-
kal parhuzamos hurokat felezi, két tarsatmérdt képvisel.

Eszerint az ellipszisnek az atmérokre vonatkozo egyenletét
gy talaljuk meg, ha a derékszogii rendszerrdl oly ferdére térfink
at, melyre vonatkozolag az ellipszis egyenletének fontebbi alakja val-
tozatlan marad.

Hogy a deréksz6gi rendszerrdl ferdeszogiire térjink at, kovet-
kezb atalakito kepleteket alkalmazzuk :

w— af cos 21y cosB és y = sinz -y son .
Helyettesitve ez ertekeket az (1) szdmu egyenletbe:

a2 .sin?B | P2t sinasing | 2y et sinix | 2= a%b?
s | Y Bl 2y
4 b2cos2f | A 2% . cos o €08 b b2, cos? % (2)

Hogy ezen egyenlet az (1)-hez hasonlo alaki legyen kell, hogy:

. stna.sin =02, cos o cos = 0. (3)
ekkor :
(@2 . sin® - b2 . cos? ) y'2 - (@t som? o - b2 cos? ) 12 =a?b%, (%)
az utobbi egyenlet alakja az (1)-ével megegyezik. Minthogy « €s' §
ertékei csak egy foltételnek, t.i. a (3) egyenletnek vannak alavetve,
két mennyiség meghatarozisara pedig egy egyenlet nem elegendd :
latnivalo, hogy sedmialan olyan ferdeszogii rendszer gondolhato,
melyre vonatkozolag az ellipszis egyenlete az (1)-hez hasonlo alaku.
Ezt még viligosabban latjuk. ha a (3) szamu egyenletet cos  cos §-val
elosztjuk, ekkor t. i. azt talaljuk, hogy :

tga.typ=-——3 (5)
minthogy pedig a tangens — co-t6l kezdve - oo-ig barmely ertéki
lehet, minden tg z-nak megfelel egy redlis érteki ty £ ; kovetkezoleg
samtalan ferdeszogit rendszer van, mely a kivant tulajdonsaggal
bir. Minthogy tovabba az 1) tengelyek az ellipszis tarsatmérdi, ennél-
fogva az (b) egyenlet azt is mutatja, hogy két egyenes csak ugy

= I T SRR b2 . !
lehet az ellipszis tarsatmero-parja, ha tgoctg@:——; amit mar a

97
85. §-ban is kimutattunk.

Hasonlatossag kedvéért azon dtmeérd hosszat, mely X-tengelyil
szolgal, 2¢/-sal, a masik atmérdt, mely Y-tengelyill szolgal, 20'-tel
jeloljiik. A (4) egyenletben y-t o-nak téve, a megfeleldo »=-+d és
ha 2= o, akkor a hozzatartozo = i
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Ezt tekintetbe veve, o/ és ' szémara a (4) szdmt egyenlethol
kovetkezd értékek szarmaznak:

B ©)
a? stn? o - b2 c0s? o
2 2
9 _'7‘16 . (7)
a2 sin? [~ b2 cos? b
kovetkezoleg :
a? sin? o - b2 cos? o = 2 o2} és a?sin? - b2cos?f— g
a'? b2’

Az utébbi értékeket a (4) egyenletben helyettesitve, az ellipszis kere-

sett egyenlete :
a2y bt =a? b
Itt most azt kérdezhetiiik, vajjon lehet-e @' =19', azaz van-e az ellipszis-
nek egyenld tarsatmérdje ?
A fontebbi (6) és (7) egyenleteknél fogva @ csak tgy lehet = b'-tel,
hogvyha :
a? sin? o - b7 cos? o = a2 sin? i - b cos? &.
Helyettesitstik cos? a-t (1 — sin? «)-val és cos® B-t (1 — sin? B)-val; ekkor:
(a2 — b?) (sin?a — sin? §)=o,
de ez csak ugy lehetséges, ha:
sin? o = sin? B, kovetkezdleg :
cos? o == cos? B, és ty? a =1g? [
Az utobbi egyenletbol :
tg @ =LA ) R,
Amde a féntebbi (5) szdmd egyenletnél fogva fy @ €s 1y G elgjelei sziikség-
képpen ellenkezok, tehat:
tg B=—1tg o
Ezen értéket az (B) szamt egyenletbe helyeftesitve, lesz:

i am L bl tg o= 2
g* @, mibdl fya =1+ -

A felsd elSjel az egyik Atméroének,
az alsé a tarsatmérdnek felel meg. Most,
ha ADBE ellipszisben (142. 8bra), hol 4B
és DE egyenesek a tengelyck, 4D és BD
hiirokat vonjuk :

142. abra.
¥

’ b b
A 88T Py
tg DBX = és tg DAX p

a keresett  AtmérGpart- tehat ugy talaljuk
meg, ha a kozépponton keresztiil ezen huarok-
hoz parallel dtméréket vonunk.

A fontebb kifejtett egyenlet (@/2y2+ b2a’2=a/2b?) alapjin
most mér az ellipszis egyes pontjait azon esetben is meghatarozhat-
juk, ha a gorbe vonal £ét tarsdtmérdje (2a’, 2b') és. hagldsi s20qlk
(@) ssmeretes.

e

——
-

T

s
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E1sbb ugyanis oly ellipszist szerkesz-
tiink, melynek derékszogil tengelyei az adott
20 6s 20" Atmérdk. Azaz 4B = 2a' atmérst
nagy tengelyiil vesszik (148. abra) és a
kozepére allitott merdleges vonal hosszéat
egyenlének mérjitk 26’ dtmérével; ezutdn
a mar ismerl m6don megszerkesztjik ADBE
ellipszist. Ha most az egves ordindtakat
talppontjuk koriil forgaiva a meghatarozott
9 sz0g alatt meghajijuk gy, hogy pl
NP=— MP és APN 4 —= o, az ekképen (alalt
pontok a keresett ellipszis pontjai. (Miért ?) '
Egy masik kényelmesebb szerkesztési modot a 72. §. 2. pontjdban isier-
tettiink meg; az ott eldadott médszer f. i. nemesak a derékszogii tengelyekre,
hanem a ferdeszdgii tarsatmérdkre is alkalmazhato.
Hasonlokép talaljuk meg a hiperbola egyenletét is két tars- i
atmérdére vonatkozolag. Ezen egyenlet a kovetkezo:
a/Z?//g L b/leg = a/gb/g-
Itt is o az egyik, ¥’ a masik félatmérét jelenti; am az els6é
aAtmérd valodi, a masodik képzetes.
Valamint az ellipszist, tgy a hiperbolat is két tdrsdtmérdje
és az utobbinak hajlasi szdge alapjan konnyen megszerkeszthetjiik. P
Ezen atmérsket t. i. tengelyekiil valasatva és derékszoghen osszeilleszive
az ismert médon hiperbolit szerkesztink és az egyes ordindtdkat talppontjuk

koral forgatva az adott szdg alatt meghajtjuk sth. (Lisd az ellipszist és a
73. §. 10. pontjaban érintett szerkesztést, mely itt is alkalmazhaté.)

A tarsatmérsk tulajdonsagai koziil legfontosabb e kettd:

1. Az ellipszis két tdrsdtmeérdjebil, mint oldalokbdl, szerkesztelt
parallelogramma  teriilete akkora, mint a két tengely alkotta derék-
820Gt NEGYSZOgE.

Ugyanis szorozzuk a (6) egyenletet a (7)-kel, lesz:

ath*
a2’ = - - . :
atsiniasinf —+ bicostacos?B - a?b? (sin?Peosa -~ sinlacos’p).
Amde « és p kozt az elobbiek szerint (3) a kovetkezo egyenlet all fenn:
a? sinosin @ b2 cos acos =0
ebbdl négyzetelés utan:
at5in? o sin2 B - bt cos® w cos? p = — 2 a? b2 sin a sim [ cos a cos b
Helyettesitve ez értéket a’?0'® szorzatban lesz:
aEhEi—"= - - glos : :
a2 b? (stn?f. cos? o | stn? . cos? b — 2sim a SUN [ €08 % €08 [5) !
EORIE Al . = tils 3
(sim & cos & — sim w cos B2 sin® (B — «)
kovetkezoleg : a't’ . sin (p— x)==ab.

143. abra.
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(144. dbra.) Amde ¢ —o nem egyéb, mint a két
1\ tarsatmérs befogta szog: eszerint:
i B b . sin (6 — o) a féltarsitmérdkbil
| \){ ‘ a’h’ . sun (| i
N szerkesztett parallelogramma terii-
) ) letet fejezi ki és ez, mint latjuk.
M allando értékti és annyi, mint a
= két féltengely alkotta derékszogi
3 IR i négyszog (144. abra), tehat:
MNOP=QRST.
Ugyanezen tétel a hiperbolara is all.
9. Az ellipszis kel tarsdtmerdje néqyzetének sszege avmyi, mint
a ket tengely négyzeteinek osszege.
Terjiink vissza a (3), (6) és (7) szdmu egyenletekre, ezek szerint:

a? sim o sin & — b2 cos o cos b= (3)
a?b?
pEp = (6)
a? s1n? o — b2 cos? o
a*h?
2= 9 @9, 7 (7)
a%sin? -+ b2 cos?

Kiiszoboljikk ki ezekbél o« és B szoget. Evégbdl a (6) és (7) egyen-
lethen elészor a cosinust a sinussal és masodszor a sinust a cosi-
nussal fogjuk kifejezni ezen ismert foképlet alapjan: sin?«—-cos? o
=—1; ekkor: -
ah? a2b2

ai— : e e T
(@ - b¥)sinta-t-b2  a® — (a* —b¥cos® o’
bv’z aZbZ a2b2

(@ — b sina b2 a? —(a® — b¥)cos?
és ezekbol:

LA 2 (a2 — a'?) ot a? (@' — b?)
SN L — 2 (a2 = bz)’ CO8* oL — 'alz (aﬂ SN bz)
, 2({g2 — b3 a2 (b2 — b2
sim? B ( = €082 [ = ( )

b2 (a2 — b2)
Most a (2) szamu egyenlet mésodik tagjat a jobb oldalra
attesszitk és négyzeteliink, lesz:
at stm? o stn? B = b* cos? o cos? f.
Helyettesitve a szogfiiggvények értékeit és kelléen roviditve:
(a2 — a'?) (a? — b'%) == (a/* — b?) (b2 — b%), vagy :
at— a2/ — a?b'? = — a'2h? — b'%? - b*
at — bt=a'?(a® - b?) b2 (a2 — b?)
@+ b=a't4-b"
amit bebizonyitani kelleft.
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Megjegyzendd, hogy e #étel megforditva nem dll. Azaz ha a' és ' az ellij.

szis két félatmérdje, @ és & ugyanannak fél tengelyei és
a2 b'2 = a? -+ b2,

nem kovetkezik, hogy az &' és ¢ atmérdk tarsatmérdk is. (Miért nem ?)

A hiperboldra nézve ellenben: két dsszetartozd dtmérd négyze-
teinek kilonbsége anmyi, mint a két tengely négyzeteinek kilinbséye.

Ebbol azt kdvetkeztetjilkk, hogy a kozonséges hiperbola tars-
atméréi soha sem lehetnek egyenlk. Ellenben az egyenl6oldali
hiperboldnil minden atméré a maga tarsidtmeérdjével egyenld.

II. 4 parabola. Keresstink oly ferdeszigit rendszert, melyre
vonatkozolag a parabola egvenlete olvan alaku, mint a cstcsponti
egyenlet :

2= 2px. _ (1)
Evégh6l a derékszogli rendszerrdl ferdeszogiire tériink at a kovet-
kezé Aatalakito képletek segitségével.
xw=m 2" cos a1y cos B ésy=m~ ' sin a1y sinp.
Helyettesitvén ez értéket a csuesponti egyenletbe, lesz:
sim? byt - sin o 22+ 2 sim asin B 'y’ )

+2nsinfb | y4-2nsino | o/ 4 ne Wl 0. (2)
— 2p cos 2 peos £ QmpJ{

Az utobbi egyenlet csak akkor fog alakra nézve az (1)-vel meg-
egyezni, ha:
SIN % ==0,M SN[ — P c0s B==0, S N> — 2mP =0 (3)

Ekkor t. i. Sind By/2=21)'1/' (4)
Minthogy =, 8, m és n csak harom foltételnek tartoznak megfelelni,
vildgos, hogy szamtalan oly ferdeszdgii rendszer van, melyre vonat-
kozélag a parabola egyenletének a kivant alakja van.

Az elsé feltétel sinz=o0 azt mutatja, hogy az 1] X-tengely
a régivel parhuzamos és ennélfogva a parabolinak egyik atmérdje.
A harmadik egyenlet: n? — mp =0 meg azt bizonyitja, hogy az ]
kezddpont is pontja a parabolanak; mert n2=—myp.

A masodik foltétel, melynélfogva nsinf— pcos =0,

kovetkezileg g = %
azt bizonyitja, hogy az uj I-tengely a parabolat érinti.
A (4) egyenlet szerint:
2p
s :
v ’

= =1
sim2 iy

ylz — ax!

és ha rovidség okaert
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a parabola egyenlete az atmér6kre vonatkozdlag ily alaku:

0 == .
Hasonlatossig kedveéért 2p/-t az illeté atmérd gyujtoponti hurjanak
(paraméter) nevezzilk.

Minthogy )/ =- P tovabba tg f = %, és n? =2 myp, és ennek

stn2 g’
kovetkeztében :
i i 12 2 %3
8@122(3:. —_— — o]) —:_.L*_:A 1) ===
1+ cotg? & n? - p? 2 mp -+ p2 2m-p
tehat p=2m-+p,

EER 21)’:4(7/1—]——12)—).
Amde m—}—-% nem egyéb, mint az 1j kezddpontnak a gyujtopont-

tol valo tavolsdga (miért?); ennélfogva az &tmérd paramétere négy-
szer akkora, mint az atmérd végpontjanak a gyujtéponttol valo
tavolsaga.

Az imént kifejtett egyenlet y'2==2p"x" alapjin a parabolat azon esetben
is megszerkcszthetjiik, ha egyik dtmérdje, tovabba az utébbinak metszépontja,
(hol a gorbe vonalat dtszeli), a paraméter (2p'), és véglll az atmérd felezte
hurok hajlasi szége ismeretes. Evéghdl ugyanis az &4tmérét tengelyiil, metsz6-
pontjat ecsucspontul tekintve, az adott paraméterrel (2p’) ismeretes mddon
parabolat szerkesztiink és ezutdn az egyes ordinatikat talp-pontjaik koriil forgatva
az adott szdg alatt meghajtjuk, anélkiil azonban, hogy hosszusdgukat meg-
vialtoztatnok.

Sokkal kényelmesebb a 79. §-ban el6adott modszer (lasd a 137. Abrat),
mely a follélelezett ferde rendszerre nézve is érvényes. (Miért ?)

87. §& A hiperbola egyenlete a kozelit6 egyenesekre
vonatkoztatva.

A hiperbola valamennyi egyenlete kozott legegyszeriibb a
kozelitd egyenesekre (végérintd) vonatkozo. Hogy ezt meghatiroz-
zuk, CX, kozelitot X-tengelyiil, (145. dbra) CJ-et I'-tengelytl va-
lasztjuk és a hiperbola kdzéppontiegyenletében x helyébe ' cos « - 7/
cos i-t, y helyébe o/ sim a -y sim B-t tesziink, lesz:

(a% sin? 5 — b2o0s? B) yy'2 2 (@ sen o sim B — b2 cos v cos B) o yff

+ (@ stn% o — b2 cos? &) /2 = -— a2 b2,
ltt azonban « és [ szbgeknek hatdrozott értékitkk van: ugyanis:
L ey g a
e R Y == +T ;
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294

tehat a szogmértan ismeretes képletei nyoman:

a ' — b
CO0S O =— —F———= . 8 x == ————= S
V a0 Vv ar b
a . b
coS |fj e a————————2 3 G I(j e
Va2 b Y B0
kovetkezéleg : a2sin?p —b2cos?=o0
a? stn? o — b2 cos? o =0
5 - 2(12 Z)Z
2 g7 o __hs e - e .
a? st x stn b — b2 cos % cos R
¢s a keresett egyenlet :
a* - b2 g
rY =~ —Z -, vagy rovidebben :.cy == e2.

Latni ebbh6l, hogy .» nbdvekedtével y értéke csdkken, viszont
mentél inkabb nagyobbodik #, annal jobban cstkken .z értéke;
amint a kozelitbk ismeretes tulajdonsdga megkivanja.

Tovabb4 huzzuk meg a hiperbola M pontjanak két koordina-
tajat, MP-t, azaz y-t | CX;-gyel és M@-t, azaz x-et || CX -gyel; és
jeloljik a kozelitoktol bezart szoget (X, C1i-et) ¢-vel, akkor a két
koordinata és a kozeliték altal befogott parallelogramma teriilete:
a? 4+ b2

4

MPCY = ry sin ¢, amde 1y = — — , tehat:
MPCQ— - "% sing,

azaz, a hiperbola barmely pontjanak koordinitdi és az azokkal

| T—
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parhuzamos kozeliték altal befogott parallelogramma teriilete allando
mennyiség.
Minthogy tovabbd X, CY, = o = 2§, tehdt sin ¢ =

sim 28=2sm b cos = 2.- pEN O (lasd stn B és cos & fontebbi
értékeit), ennélfogva :
a? - b2 ) a* b2 2 ab ah
- —— ST G = e =
4 ! a? b2 4 2
s, L' ! ; . a2 :
azaz, a fontebbi allandg mennyiség (-~—T——- s1M <p) egyszers-

mind a hiperbola két féltengelyébil alkotott derékszigl négyszignek
fel teriilete, s isy MPCQ =1 ACDH.

88. §. A masodrendii vonalak Osszehasonlitasa.

Ecélra legalkalmasabbak a cstcs- és a sarkponti egyenletek.
Lye2
1. Az ellipszis csucsponti egyenlete y? =2 pa: — 11;;

: T
a hiperbola « « y? =2 pr-+ 2

a parabola « « y2 =2 pr.

Latni ezekbdl, hogy a parahola pontjaira nézve az y koordinéta
négyzete épen akkora, mint a megfelel6 z-b6l és a goc-hurbol alkotott
derékszogli négyszdg ; az ellipszisnél mar az ordindta négyzete kisebb,
a hiperbolanal ellenben #aegyobd a mondott négyszognél. Innen
szarmaztak a masodrendii vonalak gbrég nevezetei. Ugyanis para-
bola egyenléséget, ellepszis hianyt, heperbola 1616
hola tehat atmenetil szolgal az ellipszis és heperbola kdzitt.

Egyszersmind latnivalo, hogy az ellipszis és hiperbola ordina-
tajanak négyzete anndl kevésbbé kiilonbozik 2pr négyszogtél, a
minél nagyobb a f6étengely (2a); mert annal kisebb lesz pad: «
hanyados értéke, elannyira, hogy, ha a végteleniil novekszik, a
nevezelt tort értéke o-hoz kozeledik. Ennélfogva az ellipszis és a
hiperbola a paraboldt annal jobban megkozeliti, minél hosszabb
az a tengely, foltéve természetesen, hogy a goc-hur (2p) valtozatlan
marad.

Végiil mind a harom gorbe vonalat ezen egy egyenlet :
y? = 2par 4+ qriképviselheti. Az ellipszisre nézve ¢ negativ, a para-
bolara nézve g — o, a hiperbolara vonatkozolag ¢ pozitiv mennyiség.
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2. Vessiik Gssze még a sarkponti egyenleteket.

s el )
Az ellipszis sarkegyenlete : g — 1 —ccosw’
a parabola @ = .-'—pcos o
) ) L
a hiperbola i e R O

itt az ellipszisre nézve ¢<C 1-nél, ellenben a hiperbolira nézve
e > 1-nél.
Eszerint mind a hdrom gérbét ezen egy sarkegyenlet :
P
T ceosa

kepviselheti, azon megjegyzéssel, hogy u kirre nézve e=—o, az
ellipszisre nézve ¢<C1-nél, a parabolat illetbleg c =1 és a hiper-
bolara & > 1-nél.

Fontebb a sarkszoget jobbrol balfelé fordulva szamitottuk,
azonban gyakran az ellenkezé irdnyban, t. i. balrol jobbfelé szamit-
jak. Minthogy cos (1800 — w)==— cos w, tehat az utobbi esetre nézve
a sarkegvenlet igy hangzik :

YL
SHEET -+ icos '’

Most, ha egyazon gyujtépontbol ugyanazon paraméterrvel Zort, ellip-
szisl, paraboldt &s hiperbolit szerkesztink és e gérbék menetét
az utobbi egyenlet alapjan szemiigyre vessziik: azt latjuk, hogy
mindaddig, mig o < 900-nal, p értéke annalinkabb nagyobbodik, minél
kisebb ¢; azaz a kdrvonal pontjainak hosszabb vezérsugaruk van,
mint az ellipszis megfeleld pontjainak, ezeknek ismét hosszabb

146. abra. vezérsugar felel meg, mint a parabola
illetd pontjainak ; az wutébbiaknak
végiil hosszabb, mint a /fiperbola
pontjainak, méis szoval 0° eés 909
kozt a korvonal tér el leginkabb a
gyujtoponttol, az ellipszis markevésbbé,
a parabola még kevésbbé, a hiper-
bola legkevésbhé.

Ha =909 a vezérsugar mind a négy gdrbére nézve — p,
azaz a gyujtopont folott mind a négy vonal a k6z6s G pontban
taldlkozik, De, ha w-nak értéke 900 és 180° kozé esik, cose nega-
tivva vélik és most méar ¢ anndl nagyobb, minél nagyobb e, kovet-

Avel-Eévay-Polikeit : Mértan 1. rész. 15
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kez6leg az emlitett kozds ponton tal a Akorvonal lesz az, mely
legkevéshbé tér el a gyujtoponttol, az ellipszis mar jobban, a para-
bola még jobban, a hiperbola leginkabb ; amint a 146. abra is
mutatja.

89. & Az ellipszis es parabola négyszogesitese.

Valamely gorbe vonal négyseogesitésén azon siklap teriilet-
mérését értjiik, melyet ama gbrbe vonal mdas egyenes vonalakkal
egyiitt bekerit. Zart gorbe vonalaknal a négyszogesités az egész
vonal befoglalta teriiletre vonatkozhatik.

1. Az ellipszis négyszogesitése. Az ellipszis tengelyeit szokas
szerint 2a és 2b-vel jelolve, szerkessziink a nagyobbik tengely (mint
4tmérd) korill korvonalat, es nevezzilk a szokasos derékszigil
rendszerre vonatkozolag az ellipszis és kOr ugyanazon x-hez

147. &bra. tartozo ordinatajat megfelelbleg  y-
6s Y-nak. Ekkor tudomds szerint
(67. § 1. p):
y: ¥ =b:a

Es ez egyszersmind kifejezi az ellipszis
6s a kor teriilletének az aranyat 1s,
amint azonnal iatni fogjuk.

Ugyanis irjunk a korbe valamely
sokszoget, pl AMMDM" .. .-t (147
&bra); minden szogpontbol huzzuk meg AB tengelyre az illet6 ordind-
tat; azon pontokat pedig, hol e vonalak az ellipszist metszik, szintén
kossitk oOssze sorban egyenesekkel. Ekeppen az ellipszishe irt
ANN FN” ... sokszog keletkezik. Egyuttal ugy az ellipszis, mint
a kor lapjait trapézekre osztottuk.

Az ellipszis egyik ilyen részének, pl. PNN P-nek teriilete :
V. ! (4
PN EP W

6s a korlap megfelels PMM P részének teriilete =
RIS
2
Ezen trapéz-par teriiletei tehat ugy aranylanak egymashoz, mint
(PN+ P N): (PM+ T M.




Amde a fontebbi tétel alapjan :
PN PM =b:a
PN PM =—ba
(PN-PN): (PP M)=h:a
azaz két osszetartozo trapéz teriilete tgy aranylik egymashoz, mint
b:a. Ha tehat az ellipszis trapézeit sorban ?,,%,,% .... a korlap
megfeleld részeit 71y, Ty, Ty, . . . . betiikkel jeloljik, akkor :

thy & Iy =00 S
i 3 I =la
i\ 8 I =t} S 07

kévetkezéskepen (&t 4+t 4. .. ) (L +Ta+ T+ - )=b:a

Azaz az ellipszishe és a korbe irt sokszigek teriiletel ugy
aranylanak egymdashoz, mint 0:a. Ezen aranypar helyes volta sem
a trapézek szamatol, sem azok nagysdgatol nem fiigg; mdésrészt a
beirt sokszogek keriiletei anndl kozelebb simulnak az illeté gorbe
vonalhoz, minél inkabb szaporitjuk oldalaik szdmat; ennélfegva
joggal kovetkeztetjitk, hogy :

az ellipszis terilete sgy ardnyltk o« nagy tengelye Ikiriil
szevkesztett kivéhez. nunt a kis tengely hossza a nagy tengelychez :

E:C=b:a.
s mert a korlap teriilete:  (‘=w.a?; tehdt:
E=m=.ab.

Azaz: az ellipszis teriilete aklora kivlap terviletevel ér fol,
melynek sugara az ellipszis két tenyelyének mértani kozépardnyosa.
Ha az ellipszis két tarsatmérsjét 2¢'-, 20'-vel és hajlasuk szdgét v-vei
jelsljiik, akkor: dl e gl S
kovetkezésképpen az ellipszis tertilete igy is kiszdmithato:
E=—rx.d ¥  sino.
2. A parabola mégyszigesitése. Keressitk a parabola AN ive,
AX tengelye 6s NF ordinatija altal bekeritett laprész teriiletét.
AN iven valasszunk né-
hény pontot és huzzuk meg
mindegyikb6l az illeté koor-
= dinatakat. Rovidség okaért
= _’"_73 legyen (148. dbra):
AB=ux, MB=—y ;
AC =5T17J[1 Ok= Yy 3
AD =y, M, D=1y, ; stb.
OBCM, derékszdgii négy-
5z0g teriilete :
£
£ X =M, OX BC—y, (r,—2),

15*

3 148. abra.
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é6s RGHDM, derékszogli négyszog teriilete :
v==GR X RM, — r, (y,— )
Eszerint a nevezett idomok teriileteinek aranya :
wiv=1yy (1 — %) 21 (Y — Y-
Minthogy azonban M és M; a parabola pontjai :
y?=2pr, és y:==2px;, kivetkezOleg :

gy ¥ / :
75 _;,.:JA%L, €s 1y :é_p ; ennek kovetkeztében :
peaWi =) ¥ —Y)
2p ' 2P
kelld rovidités utdn hanyados alakjaban irva:
(22 ot l
s Ty

Ugyanez all PCDM, vagy u; és a megfelelo SH.JM,, vagyis
v, parallelogrammakrol :

M g Y
Uy Ys
Szintugy folytatolag :
2142
v Ys
stb.
Eddigele az M, M,, M, .... pontokat tetsz0legesen tiiztitk

ki; modunkban &ll azonban azokat akkép valasztani, hogy meg-
felelé y-jaik mértani haladvany szerint sorakozzanak, azaz ugy, hogy:
1 4 ¢ .m B A
Y WYY = (valodi. toriszdm).
Y1 Ys Y3 Y
Ekkor azutan :

Wty Uy
PR 0y %% R 14 o
’ i 4 %
kovelkezdleg %(’jr_" i‘” + 702 %i =11
1 5 N

Minél kisebbre szabjuk o tortszam értékét, annal tdvolabb esnek
az M pontok egyméstol ; ellenben minél inkabb kizeledik o ertéke az
egységhez, annal jobban kizelednek ama pontok is egymashoz, es ezzel
kapesolatosan OM, RM, PM,SM,, Q3L TM, stb. négyszogek ¢s velok
egyittt MR, M,SM,, M, TM; stb. hiromszogek is annal gyorsabban
fogynak, minek kivetkeztében az w-val jelolt négyszogek Osszege
2 - 1, 1y 4. . . is anndl szorosabban megkozeliti az dbra M BFN
részének teriiletét, melyet a parabola MN ive, a két sz€1s6 ordinata
és a tengely bekeritenek ; egyuttal a v-vel jelzett négyszogek Osszege:
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v v, vy ... is anndl inkdbb eléri az MGLN laprésat, mely
a ‘parabola MN ive, tovabba G'L és LN egyenes vonalak €s az
Y-tengely kozé esik.
Széval, midén o tortszdm hatarértéke: 1,
(- w, +w, + . . .) Osszeg hatarertéke MBFN

(/U _i_ vy _‘_ Uy _l[_ % ) « « MGLN
kovetkezéskép :
MBFN
oLy

Azaz MBFN teriilet kétszer akkora, mint MG LN.
Hasonlokép : AFN=2. ALN.

s mert : AFN - ALN=AF NF.
tehat : 2. ALN - ALN, vagyis 3ALN = AF. NF,
és: ALN=1%AF. NF, kovetkezdleg:

AFN szelet—=3% AF. NI,
vagy, ha N pont koordinatait 2’y’-al jeldljiik, rovidebben :
; AFN szelet=13% 2/,
Azaz: a parabola tve és a végpontjanak koordindtai kizé foglalt
teriiletrész az ugyane koordindtdkbdl alkotolt derékszogii néyysiigek
két harmaddval egyenlo.

90. & A mésodrendii vonalaknak a kup- és henger-
metszetekkel valé azonossaga.

A kapmetszetekrdl. Az 6-kor matematikusai a masodrendit
149. abra. vonalakatbdpmetszetelnek
¢! nevezték ; 6k t. i. e vona-
BN\ A lakat a korkapnak sik-
I lappal valo atmetszésébol
/’(S szarmaztattak. Vizsgaljuk
BI’N meg tehat, miféle vonalak
-; o a kupmetszetek ?

/’;"
X N ¥ 1
Gy - R_L \ Kgyszeriiség kedvéért
—=H

kizimséges kor-kapot véa-

’/ ) AN
/\\G ReZipis Eoeme 1 : ;
s\ R AT lasztunk, és ezt tengelyé-
Y / e ST

1 e KN hez ferde irdnyban vala-
& ' \B mely sikkal atszeljik. —
/h ; Legyven MON (149. dbra)
Y a 1netszet egyik része.
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Vezessiink a kup SC tengelyén keresztil a metszet sikjara merdleges
sikot; ezen tengelymetszet a kuplapot ket SA és SB alkot6 hossza-
ban, a metszet sikjat pedig OX irdnyban szeli. OX-et X-tengelyiil,
O-tkezdépontil és az OX-re (a kup metszet sikjaban) huzott mero-
legest Y-tengelyiil vélasztjuk. A kupmetszet tetszés szerint vett
M pontjabol MP ordindtat vonvan, legyen OP=yr, MP=y, és
keressitk e két koordindta aranyat.

Eveégett P ponton keresztiil a kip tengelyére (‘H merolegest
hiizzuk, és az utobbin meg MP ordinatan keresztill GHM sikot
fektetjitk. E sik SC tengelyhez merdleges helyzeti : tehat a kiapot
kiorben metszi, amelynek atmérdje : GH.

Hogy SC tengely | GMH sikhoz, kitiinik a kévetkezokbaol. MON sik a
szerkesztésnél fogva merdleges ASC sikra ; ‘ennek folytan MP egyenes, melyet
MON sikban OX metszdegyenesre merdlegesen htiztunk, szintén merdleges
ASC sikra, kovetkezélegaz MP-n gtvonulo GMI sikiap is 4S8C-vel derék-lap-
szoget alkot, de az 4SC sikban fekvd SC a szerkesztésnél fogva merdleges
G metsz6 vonalra, tehat SC tengely MGH sikra is mer6leges.

A mondottaknal fogva MP és GH mertlegesek léven:

y? = GP. PH.
jeloljik SO tavolsagot d-vel, SOX sziget s-val és ASB szoget
28-val. Nyilvanvalo, hogy a szoban forgo gorbe vonal alakja és
meéretei az imént eldsorolt mennyiségektol fiiggenek ; ezért oda kell
torekedniink, hogy (“P-t és PH-t x, y és az emlitett mennyiségek
fiiggvényekép kifejezziik.

E celbol legyen PD || SB-vel, és OKL L SC tengelyre.

POG haromszogben : -

GP: oy ==sin o:cosf,
mibél : Gpss
) €05 4
PH-t illetéleg megjegyzendd, hogy :
PH—=JL=20K—0.J.
Azonban : OK=d.sin{;
tovabba OP.J haromszogben :
OJ :x =sin OPD : sin O P;

es mert :

OPD ¥ = 1800 — (POD ¥ 4 0D PY)=1800 — (x4 2§),
és sin OJF=sin OLS=cos ;
tehat : O 2w =sin (&4 20): cos B és:

OJ — ., st (2 = 20)

s i
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kovetkezéskeép :
2 81 20
PH=—2d sing— 222 e 2F) $
: cos %
végiil :
(1) yr— 2d simastng - simasin (& +-‘-2'8)w2.

cos B ' cos?

A kupmetszetek tehdt csakugyan mdsodrendd, vonoalak.

Az utobbi egyenletet a mésodrendit vonalak altalanos cstcs-
ponti egyenletével :

y?=2puw -+ qx?
dsszevetve, azt latjuk, hogy a kupmetszet egyenlete ellipszist, parabolat,
vagy hiperbolat jelent aszerint, amint:
simasin (o —28) . :
—— 'cbsf‘(ﬁnw ’ egyiitthato >, vagy =, vagy < o-nal.

Minthogy s¢n « mindig pozitivnak tekinthetd (mert elegendd,
ha =-t 0%-t6l 180%ig novesztjiik), tovabba cos? S okvetlentil pozitiv,
ennélfogva a fontebbi egyiitthato eldjele csak sin (x - 2F)-t6! fiigg.

M4r most gondolathan a kipmetszet (MON) sikjat O egyenes
koriil forgatjuk.

1. Eiészor OX egyenes OS iranydba esik; ekkor x=o, és a
kupmetszet egyenlete y=o0; azaz a sik a kupot az X-tengely
mentében ériati.

2. Az « szog novekedtével, OX az AS és BS alkoto vonalakat
S ponton aléd metszi; ekkor o - 28 < 180%-nél, tehat:

sin (=~ 28) pozitiv, ennélfogva a kapmetszet ellipszis.

Ha OX | 8C-re, azaz, ha a metszé sik merdlegesen all a kap
tengelyén, akkor x-p-5==90°0 és a kupmetszet egyenlete ily alakot
nyer: w?=—32d.sinp. 7 — 2; minthogy d.simfp = OK=1, tehat:

Y2 =2ra — 2,
és ez a kor egyenlete.

3. MON sikot tovabh forgatva, OX végre SB-vel parhuzamos
helyzetbe jut, amikor x--2f==180°, tehat sin (x4 20)=o0, és a
kip metszete : parabola.

4. 2-t még inkdbb novesztvén, OX az SB-t mar nem alul,
hanem § poaton feldl metszi, azaz a metszosik nemecsak ASB
kapot, hanem a hozza tartozo A'S'B ellenkipot is atvagja. Ez eset-
ben «--28 nagyobb lévén 1809-ndal, sin (x-1-28) negativ, tehit a
kiapmetszet hiperbola alakt, és egyik 4ga az eredeii ktplapon
(ASB-n), masik 4dga az ellenkupon (4'S'B'-n) fekszik.




5. Ha o—=1800, OX ismét egybeesik AO-val; és az 1. eset ‘
ismétlodik.

6. Még tovabb forgatva MON sikot, OX ismét a fontebb
elésorolt helyzetekbe jut; ezért elegendd 2-t 00-tot 180°%-ig noveszteni.

7. Végil ha O pont § cstcsra esik, vagyis d=o0, a kup-
metszet egyenlete:

@) res st x.sin (242 p) x2

232

c0s2
Itt ismét a fontebbi esetek &llhatnak eld. T. i

a) 24 98<180°; ekkor sin (x—-2B) pozitiv lévén, a (2)
egyenlet csak gy allhat meg, ha » =y, és y=o0; ezek azonban
a kezddpont koordinatdi; az utobbi pont csakugyan az ellipszis
egyik valtozata.

b) a2 (=1802; ekkor sin (2L =0, és a kupmetszet
egyenlete: y ==o0, ez pedig egy egyenes vonalnak (az X-tengelynek)
egyenlete, mely a parabola egyik valtozata.

¢)u--25>>180%; ekkor sim (2 +-2() negativ, kévetkezoleg
22 egyiitthatoja pozitiv és a kupmetszet egyenlete ily alaka: y2= 4x?,
vagy y = dx; ez pedig két egymast Atmetszo egyenes egyenlete,
melyek a kezddponfon &tmennek és a hiperbola egyik valtozatat
alkotjak.

A mondottakat dsszefoglalva: a kipmetseet dltaldnos egyentete
Jelenthet : 1. ellipszist, kort és pontot; 2. paraboldt és  egyenes
vonalat : 3. hiperboldt és ket — egymast atmetszé6 — egyenest.

A hengermetseetekril. A hengermetszetének egyenletét hason-
lolag szarmaztatjuk, mint a kuap metszetét.

Legyen ABA’L’ (150. 4bra) vala-

12eaks mely korhenger és OMC a metszete.
patin¥afol M pont koordinatait z, y-nal jelslvén,
R ) itt s - g Y
‘ 2 y? == GP. PH.
| e Nevezzilk ismét AOX-szoget =-nak, a
ol P '_/_'_'_|H hengeralap atmérdjét 2r-nek, ekkor:

GP — & sin x 6s PH = 2r — .

sin o, tehal:

3) Y2 =2r. sim o & — sin? o wd
Minthogy ezen egyenletben 2

egyiitthat6ja (sin? o) sziikségkép pozitiv,

a henger metszete csak ellipszis (illetbleg
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kor) lehet. (Osszehasonlitva ez egyenletet az ellipszis cstcsponti egyen-
letével : :
e
Y= o0 (2ar — x2),
azt latjuk, hogy :
. DS 7 :
simoa———,6s - , =a,tehit:
a s o

b=a.stn s=r, |

azaz a henger Aatmetszésébol szarmazott ellipszisek kis tengelye !

allandéan egyenlé a henger féldtmérdjével. I

A hengermetszet {ontebbi egyenlete a kupmetszet egyenletéhol '
is leszdrmaztathatd, ha t. i. az utébbiban d-t (azaz OS-t) OK ¢és 8
fiiggvényekép fejezziik ki.

Legven OK = r, akkor d = %@ és a kipmetszet egyenlete:
2r. sin « b SUN . ST (o —|—2(’

e0s. B " cos 3
Féltéve most, hogy f==0,54 és SB alkoté vonalak parhuzamosakka
valnak, azaz a kip hengerré lesz, s az utobbi egyenlet ily alakot
nyer: ; ;
¢és ez a fontebbivel (3) azonos.

Tovabba kénnyli volna kimutatni, ha a hengerlapot egyik
alkot6 vonaldnak irdnyaban szeijitk, két parhuzamos metszd egyenes |
keletkezik, ami a parabolanak egyik valtozata.

Mindezekb6l- latnivalo, hogy a mdasodrendii vonalakat jogosan
nevezzilkk kipmetszeteknek, mert azok valtozoikkal egyiitt a' kap,
illetéleg a henger atmetszésébol szarmaztathatok. Ezzel a mdsod-
rendit vonalak és a kipmetszetek azonossagat bebizonyitottuk.

yr=

el i

Feladatok az analitikai sikmértanhoz. 1"

IX. fejezet. Az algebra alkalmazdsa a mértanra.

Algebrai kifejezések szerkesztése. 431. Szerkesszilk e kifejezést: I

_ ab be - de o) »e +éc ab3e
e TN o o e M e WA R
432. Szerkessziik e kifejezést: @) r=asina; r=acosa; r—=atya; |
, |
r=ua cotg a. -'b) xr= fqﬁ o — & : .:':L; P (% 2 95) ,:a_s_zgaf :
Stn: a co38 o ti & coty o sth 3 I
@ sin o . « a @ @ !
= e ¢) sine = 7 Co8 4= 7 ZoET— 5 ¢oly r = o |



234
433. Szerkesztendd: x = & _I; & SRl =— < siw;;a;)s ¢ Y mE= (Z:Zf:—;.
@4SRm%mmuogjii+g;ﬁZ:4;izwmwﬁwwbm:
=a:b; c) aj—1~,’:r —}—bati.v-i— ff;_bb:w 4641
435. Szerkessziik : o= (ﬂ—c_ 7 g == u:‘?b‘ﬁ s w==vat-be;

& = Va2 —+ 62 — 2 —da? 2=Vab— cd.
436. Szerkesztendé:r—2V2; r=a V3; t=a Vi,

437. Szerkesztend$: r= ‘/ - Z)ZZ T Va2 —03; :l/bVa 1/;,

c b2
magassag.)

= b 8 L E/ % -+ o ; (¢ @ derékszogl haromszgben az atfogira hizott
x @

Az algebra alkalmazdsa mértani feladatokra. £38. Adott félkort ala-
kitsunk vele egyenld korré; adott kort vele egyenlé félkorré.

439. Alakitsunk &t adott korgyiiriit vele egyenlé és koncentrikus
korré.

440. Szerkessziink kort, mely adott kérnek haromszorosa.

441. Alakitsunk adott haromszdget négyzetté.

442. Derékszogli parallelogramma szerkesztendsé. mely adott négyzettel
egyenld teriiletii, azonban keriilete kétszer akkora, mint a négyzeté.

443. Adott korbe szerkessziink koncentrikus kort tgy, hogy a keletke-
zett korgylrt a két kor mértant kozépardnyosa legyen.

444. Derékszogii parallelogramma négyzetté atalakitando.

445. Szerkessziink adott hdromszdgbe egyenest gy, hogy a levigott
haromszdg egyenloszari és az adott hiromszognek a fele legyen.

446. Szerkessziink adott kérnegyedbe kort, mely a két sugarat és az
ivet érinti. — Szerkessziink adott korszektorba kort, mely a két sugarat és az
ivet érinti.

447. Felezziink adott hiromsziget egyik oldalaval parhuzamos egyenessel.

448. Vagjuk le adott négyzet négy szdgpontjat Ggy, hogy szabalyos
nyolcszog keletkezzék. (Az oldalon levagandé darab a szdgponttél mérve

A= LNg)
2

449. Osszunk adott egyenest két részre ugy, hogy a két rész szorzata
@) adott négyzettel egyenld b) a leheté legnagyobb legyen.

450, Szerkessziink adott hiromszighen az alappal parhuzamosan egyenest
agy, hogy az egyik oldal fels§ szelete akkora legyen. mint a mdésik oldal
also szelete.

4b1. Adott négyzetbe szerkessziink 6t egyenlé kort gy, hogy a kozépsd
a tobbi négy mindegyikét, és ezeknek mindegyike a két szomszédos oldalt
érintse.

452. Adolt haromszog hirom szogpontjabél szerkessziink harom egymast
érinté kort.
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453. Adott korbe szerkessztink hirom egyenls kort, melyek egymast és
az adott kért érintik.

454. Szerkessziink adott korbe négy egyenld kort, melyek egymdst
mindegyik kett6t) és az adott kort érintik.

455. Adott gdmbot messiink at sikkal ugy, hogy a szegmentum egyenls
legyen az alapjara 4llitott kappal, melynek csticsa a gomb kozéppontja-
ban van.

Feladatok tobb ismeretlennel. 456. Osszunk adott hiromsziéget egyik
oldalaval parhuzamos egyenesekkel hiarom egyenlé részre.

457. Tgyenloldali héromszdghe szerkessziink mAs egyenléoldali
hdromszoget, melynek oldalai egyenl tdvolsigba esnek az elsé haromszog
oldalaitél, és melynek teriilete fele az adott haromszdg teriiletének.

458. Ugyanaz, de derékszogii parallelogrammiba.

459. Két tavolsig szamtani és mértani kozép aranyosa ismeretes (¢ és
4% szerkesszitk a két tavolsagot.

460. Derékszogit haromszog két befogGjdnak az Gsszegébdl (s) és az
atfogd és a hozzétartozé magassag Osszegébdl (s') szerkessziik a haromszdget.

461. Ismeretes az egyenlészéri haromszog keriilete (%) és az alapra
boesatott magassig # : szerkessziik a haromszdget.

462. Szerkessziink adott haromszoghe egyenest, mely a teriletet és a
kertletet felezi.

X. fejezet. A pontrol.

A pont koordinatai. 163. Hatdrozzuk meg a pont helyzetét, melynek
koordinatai : .« —AN— SENRI=—"—= 3 —7, H =G e Y e dy=-—6;
#=0,y=—5; @ — 8,y =0.

464. Valamely « oldalt négyzet 4tli valamely tengelyrendszer tengelyei;
mik a négyzet szégpontjainak a koordinatai?

465. Valamely « oldalt szabalyos hatszdgnek a kézéppontja a derék-
szOgtl tengelyrendszernek a kezddpontja. és az egyik tengely a sokszdg atléja.
Mekkordk a szdgpontok koordinatai ?

466. Valamely héromszdg szogpontjainak koordindtai a) «; = 4, Yy ==
=2ty = =0,y =T;b)wy =0,y = — 2,0, =8,y = — 4 ;0= —2
¥y = 6. Szerkessziik a haromszoget.

467. A négyszog szdgpontjainak koordindtai: (7,2).(0, - 9), (—3.—-1),
(—6.4); szerkessziik a négyszoget.

468. Hatarozzuk meg ama pontok helyzeteit, melyek derékszogi koordinatait
a kovetkez$ egyenletek adjak;a) o4y =28 és v+ —y=6; b) .« -+ 2y =13 és
2e4-8y=—138; ¢) 8r+4+3y=7 és Hr —2y=16; ¢) br— 6y —22 és
:.‘%5-’4: 19 -7 z‘f/; d)r—y=1ésu2+y2=25;d) »* —br4 y-+3:=06és
22yt — b —3y -+ 6=0.

469. Milyen azon pontok helyzete, melyek sarkkoordinatai: o = 7, o == 45¢ z
P=9.9=80% ¢=8,0=135% o=4, 0=2250; p=5, 9 == 30009

470. Mik az & oldalu négyzet szbgpontjainak sarkkoordinitdi, ha a
sark a négyzet egyik szogpontja, a tengely pedig a négyzet atloja ?

>
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471. Mik az egyenléoldalu haromszdg szégpontjainak koordinatai, ha a
sarkpont a héromszdg szdgpontja és a tengely az ¢ hosszusdgi oldaldval
esik Ossze ?

472. Mik az @ oldalu szabélyos hatszdg szogpontjainak sarkkoordinatai,
ha a sark a sokszog kozéppontja, a tengely pedig az egyik atlo?

473. Mik azon pont koordinatai, mely kétiadott pont (ey vy) s (g ys)
tavolsagat a) felezi, b) 1:2 ardnyban osztja? x, = — 8, =—5;x, =7,
Yo ==—38.

Két pont tavolsiga. 474. Hatarozzuk meg oly két pontnak egymastol
valo tavolsagat, melyeknek derékszdgli koordinatai: (3,7) és (— 4 5); (— 9, 12)
és (0,3); (0,0) és (7, — b); (27, —11) és (—3, — 7).

475.Valamely haromszog szogpontjainak derékszég koordinatai (5, 7), (1, 5)
és (2, 9); mily nagyok a haromszog oldalai ? Mekkordk, ha e koordinatak
300 szog alatt hajlo tengelyekre vonatkoznak ?

476. Két pont tavolsdga 25; az egyik pontnak derékszogi koordinatai
2, =9, y, = 12; a masikra nézve; x; = — 15; mily nagy ennek az ordinatija ?

477. Mily egyenlet mutatja azt, hogy az (#y) pontnak a (—2, — 3)
ponttol valo tavolsdga 4°?

478. Valamely tavolsidgnak a hosszusaga 10 ; az egyik végpontjdnak koordi-
natai ., =— 5,7, =2, a masiknak ordinatija #, = — 4; mekkora az abscissza ?

479. Mily feltételnek kell teljesiiini, hogy az (r, y) pont a (4,5) és (6, 7)
pontoktél egyenld tivol fekiidjék ?

480. Keressiink oly pontof, mely a (2, 3), (4, 5) és (6, 1) pontoktol egyenls
tavolsdgban van, és mekkora ez a tavolsag ? '

481. Hatirozzuk meg oly két pontnak a tivolsagit, melyeknek ferde-
szogli koordinatai (3, 5), (— 2, 4), ha a tengelyektdl bezart szég 60°?

482, Mily nagy oly két pont tavolsaga, melyek sarkkoordinatai: a) g =15,
5, = 48016 és ¢, = 17,0, = 125°%; b} o, = 17,0, = 800 11" é5 ¢, =19, 2, = 172°30'?

Koordindtak atalakitasarol. 483. Szamitsuk ki a 463. feladatban adott
pontok koordinatait oly parhuzamos derékszdgit koordinita-rendszerre, melyre
vonatkozélag a kezddpont koordindlai a régl rendszerre nézve ¢ = 3,0=—5.

484. Valamely derékszdgii koordinata-rendszerben bizonyos pountnak a
koordinatai az 2~ y? — 4x — 6y == 18 egyenletnek felelnek meg; mily alakot
vesz fel az egyenlet, ha a rendszer kezd6pontjat a tengelyek parhuzamossiga
mellett a (2, 8) pontba helyezzik at?

485. Mik a 463. feladatban adott pontok koordinatai oly derékszogl
rendszerre nézve, melynek kezdGpontja Osszeesik az eredeti rendszerével,
X-tengelye azonban a régivel 300-nyi sziget zar be'?

486. Mily szog alatt kell valamely derékszdgti rendszer tengelyeit a
kezdGpont koril forgatnunk, hogy az X-tengely a (3, 7) ponton haladjon keresztil ?

487. Mily szog alatt kell forgatni a koordinata-rendszert, hogy az (5,7)
pont ordindtija 6 legyen ? ’

488, Valamely derékszégti rendszerben bizonyos pontnak a koordindtdi
% -k 43— 16 egyenleinek felelnek meg; mi lesz az egyenlet, ha a tengelyeket
a kezd6pont ‘koril 45%nyira forgatjuk ?

A vonal egyenlete. 489. Keressik a kovetkezd egyenletnek megfeleld
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mértani helyet: a) y=u2 — 34—2; b) aty2=9; ¢ ¥ — p2=9; d
yt— by —dr 4-9=20; @)y = sinr. (& helyébeftegytink sorban O,%, ) % T, 2m k)

490. Vizsgaljuk meg, vajjon a 489. feladatban adott vonalak végtelenbe
terjednek-e ? :

491, Szerkessziik akovetkezo, kort képviseld egyenleteket, és hatarozzuk meg
a kor kozéppontjat és sugarat: a? 4y — 2% — 6y —3=0;2 42 —'25— %+
b=0; 22+ y* 462 — by —9=0. 224 ¥ —dy —5=0; 4x*— 122 -+ 4y% 4
8y —3=0.

492. Vizsgaljuk meg, a 491 feladatban adott korok milyen pontokban
metszik a tengelyeket ?

- X1. fejezet. Az elsorendil vonalak.

Az egyenes egyenlete. 493. Szerkessziilk meg a kovetkezd egyeneseket :
. r £ Y=g 1 7 ot
W y=3e—05; ) y=—r+%; ¢) ’g*gwh@m““fﬁ)—m——o;
e) w3y = 5.

494. Mi az egyenlete az abscissza-tengellyel « szdget bezard és az ordi-
nata-tengelyrol & egységet lemetszd egyenesnek, ha a tengelyek szdge 900 ?
o == 459, b=3; o = 600, b—=—2; o= 1209, (h==dhe o = 1589, =S 2RD

495. Felallitandd azon egyenes egyenlete, mely derékszogii rendszerben

az N-tengelybol «, az Y-tengelyb6l b egységet gzel le, 0 =23, b=2; a—=— —Z—

.
7;:2; == -—1, h— —1.
H
496. Mily szoget alkot derékszogii rendszernél az X-tengellyel az egye-
nes: y—+=+495; y=238x —2;y=2r— 1; w+3y=——2
Egyenesek metszopontja. 497. Keressiik meg a kovetkezo egyenesek met-
szési pontjanak koordinatait: @) oy — 2r = 4 és Sy —w=4%; ) y= 3r—+4 és

//::.,1:—\—."(5; (',) y.—::—;—.r—{—% és y::4.l'+4.

498. Valamely haromszog oldalainak az egyenletei adva vannak ; haté-
rozzuk meg szogpontjainak koordinatait és az  oldalak hosszat. «) 2y - de—
99==0, y — 90+ 43=0, v+ Ve — 49 ==0; b) y—+Be41=0,587— 3 — 34
c2Q, Yy — 30— 1=0;¢) or— 3y=9, 2 —Be==4 y—r=— 2.

Adott pontokon Atmend egyenes. 4)9. Keressiik oly egyenesnek az egyen-
letét, mely («, y) ponton megy 4t 65 az N-tengellyel « sziget zar be. @) &, == 3,
g =7, =600 ) r, =— 3, y, = 11, a==48%; ) ay =18, 4y = — 4, 2= 150¢.

500. Két egyenes egyenlete: /= 3 — 8, y=>5b«c+6; hatarozzuk meg
azon egyenes egyenletét, mely e két egyenes metszépontjan megy at és az
X-tengellyel 45 szdget alkot.

501. Mi az egyenlete az (r #) 68 (a3 42) pontokon atvonuld egyenesnek,

ha (e, u;) 68 (zy 1) értékei: (2, 3) és 4, ); (—12, —3) es (B, — 2); (— 4, 8)
és (3, 0).
502. Valamely haromszog szogpontjainak a koordinatai (3, —2), &, —7

1

és (— 3, —6) hatarozzuk meg az oldalak egyenleteit.
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503. Valamely négyszog szdgpontjainak koordinatai sorban : (0, 0), (1, d).
(7, 0), (4. — 9); hatarozzuk meg az &tlok egyenleteit és azoknak metszépontjat.

204, Eoy négyszog oldalainak egyenletei: y==5x — 3, 14y = 3z - 92,
1y="7r —2, 4y=ux -+ 7; melyek az atlok egyenletei ?

505. Hatirozzauk meg az 502. feladatban adott haromszog sulyvonalamak
az egyenleteit ; mutassuk meg, hogy ezek egy pontban taldlkoznak és hatiroz-
zuk meg azoknak metszdpontjait,

Két egyenes altal bezdrt szbg. 506. Két egyenesnek egyenletei adva
vannak ; mekkora a két egyenes kozt levo sz6g? @) y=38r 45 és y—1r—2;
B) Br by —1=0 és 1l - 2 +3=0; o) %4-%:1 és %~%:_.

507. Mily szoget alkotnak az (11, 1) és (7, 8) pontokbél a koordinatik
kezdépontjahoz indulé egyenesek ?

508. Valamely hiromszogben az oldalak egyenletei ismeretesek; mek-
korak a haromszog szogei? «) 8y~ o 4-11=0, 3y — 2 — 1 =0, by | 4r -
6=0;08) 2y+dr—29=0,y — 9r+43—=0. y+11r—49=0.

509. Valamely haromszog szégpontjainak koordinatar (3, — 2), (5, — 7»
(—3, —6); mily sz0g alatt metszik egymast a stlyvonalak ?

510. Mi azon egyenes egyenlete, mely a (— 1, 5) ponton atmenve 5.r
— 4y —1==0 egyenessel 45°nyi szoget alkot?

bll. Mi az 2, =35, y, == 7 ponton keresztiil haladé oly egyenesnek az

egyenlete, mely az —é --|—‘i:~ — 1 egyenessel parhuzamos ?

23

812. Keresstik oly egyenesnek az egyenletét, mely a 3x -2 —59=0,
S — Ty + 6 =0 egyenesek metszdpontjan megy at, s amely az y + 22 — 1 =0
egyenessel pirhuzamos.

513. Keressiik oly egyenesnek az egyenletél, mely 3¢ — 2y =5 egyenesre
merdleges.

514. Keressiik oly egyenesnek az egyenletét, mely {r, ) ponton keresztiil
menvén, az &r—-by+¢=0 egyenesre merdleges, ha «) r, =3, y, = — 13 és
y=dx—T7;0) #, =2,y =9 és Ty -+ 28+ — 5 =0.

515. Valamely haromszog szogpontjainak a koordinatai (— 1, — 1), (— 3, 5),
(7, 11); mik a magassdgok egyenletei ?

516. Egy rombus kél szomszédos szbgpontjanak koordinatai (5,0) és
(—1,0); az elsé szogpontnal fekvé szioge 800, Hatarozzuk meg szogpontjainak
koordinatéit, az atl6k egyenleteit és ezek metszdpontjat.

517. Valamely ‘haromszog szoégpontjainak a koordinAtai (— 1, — 7),(1, 11),
(— 4, 13); hatarozzuk meg a korilirt kor kozéppontjat.

518. A haromszdg oldalainak egyenletei : 2 + y—11=0, 3y—9» - 50=0,
6y — 70— 3=0; keressiik a magassigok egyenleteit.

Pontnak tavolsiga valamely egyenestdl. 519. Ismerjiik valamely pont-
nak a koordinatdit és egy egyenesnek az egyenletét; hatdrozzuk meg a pont-
nak a tavolsagit az egyenestél. o) (5,18) és 3r—=y—5; b) (6'6,4'8) és

6 ‘1/ x
= ?wl, ¢) (0, 0) és»g— Z—l.

020. Hatarozzuk meg az 515. feladatban adott hiromszig magassigainak

a hosszat.



521. Ismerjiik két egymast metsz$ egyenes y=ax - bésy=—0q, x4 b,
egyenletét, hatdrozzuk meg a bezart szogel felezé egyemest. (A szOgfelezd
minden pontja egyenld tavolsaghban van a szdg két szaratél) y==V3.r—4
és y=ax 2.

Hiromszog teriilete. 522. Mekkora a haromszog teriilete, ha szdgpont-
jainak koordinatdi: a) (4, 3), 2, 1), (6, 7); & (0, 1), (1, 2), (—38, —4)?

523. A haromszdg oldalainak egyenletei: =05, 12y — bx — 59 =0,
12y + 5x + 11 = 0. Mekkora a teriilete ?

A hiromszog kiilonds pontjai. 524. Mutassuk meg, hogy az 519. és 522.
feladatban adott haromsztg magassigai egy pontban taldlkoznak.

525. Egy haromszdg szogpontjainak a koordindtai (0, V'3), (1, 0), 1,V 3);
hatarozzuk meg a szogfelezok egyenleteit és mutassuk meg, hogy ezek egy pont-
ban talalkoznak (521. feladat).

526. A haromszog szégpontjainak a koordinatai (—1, —7), (1. 11).
(— 4, 13); mutassuk meg, hogy az oldalak felez8 pontjaban emelt merélegesek
egy pontban taldlkoznak.

' 527. Mutassuk meg, hogy az 509. feladathan adott haromszog stilyvonalai
egy pontban faldlkoznak.

Az egyenes sarkegyenlete. 527. Keressiik az y =5+ 6 egyenesnek a
sarkegyenletét.

529, Mi lesz derékszogii koordinata rendszerben a tya=1, p:(?i—a—‘

egyenesnek egyenlete ?

XII. fejezet. A masodrendii vonalak.

A) A kbr.

A kor egyenlete. 530. Mi a kor egyenlete, ha kozéppontjinak a
keordinatdi (z, £) és sugara r? a=2 f=— 1, r=1;a=4 = —§ r=2;
a=0, f=:—4 r=4; a=-—-3, §=0, r=1

531. Szerkesszilk a kivetkezd egyenleteknek megfelelé vonalakat :

@) a2~y —8x 6y =11 by ety — 20 -y =3;
¢ dx? 44y — 60+ 3y=0; d) 36.x2 4 36y: — 48x 4 y=—=11;
o) 2 fyr— by =7 ¢) ety — 2r==8.

532, Hatarozzuk meg a kivetkezd egyenletek altal adott kordk metszés-
pontjait a tengelyekkel:

@) a2y 160 — 2 +645=0; &) 2524 25y% 4 100 + 150y - 289 =0
o) i 14+ 13=0; ) w2yt —bo— Ty 4+ 6=0.

533. Mi oly kornek az egyenlete, melynek sugara & és amely @) az
X-tengelyt érinti és melynek kozéppontja az Y-tengelyben van, 4) mindkét ten-
gelyt érinti ?

534. Keressiik azon kor egyenletét, melynek koézéppontja azy—=4r — 3
és y =107 egyenesek metszépontja és mely a kezdSponton megy at.

535. Mi azon kornek az egyenlete, mely (2, 4) ponton megy at és mely-
nek kozéppontja a kezddpont ?
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536. Ismeretesek a haromszog szogpontjainak a koordinatai; hatarozzuk
meg a koriilirt kor egyenletét. A izégpontok koordinatai: (—1, —7), (L, 11) és
(—4, 13); {0, 0), (4, 0) és (2, 9V3); (12, 10), (6, 11) és (10, 4); &, 0), (4%, 0)
6s(0,8); 4, —1), (—4 —1 és(0, 2): $V3, — i (=14 V3 —}) és (0, 1).

A kor sarkegyenlete. 537. Hatarozzuk meg o kor sarkegyenletét, ha a
kor egyenlete: a:Z—JI—yZ—x—}—%;z/:B; x2+y2—|—2x—}—2y\/—§:5.

538. Mi lesz a kornek sarkegyenlete, ha a cark a kor kozéppontja-
ban van?

539. Mi az x? -y = 64 kor egyenlete, ha az Uj rendszer kezdgpontja-
nak koordinatai (B, 9) és tengelyei parhuzamosak a régiekkel ? Ugyszintén
a2yt =49 és E=I=s)

540. Mikepen médosul a kérnek x? - y? =1 egyenlete, ha a tengelyek
a kezddpont koril a0-nyi szog alatt elfordulnak ?

A kor és az egyenes. 541. Hany kozds ponija van 22 4 yr==25 kornek
az y=—3x—8 egyenessel ? Ugyszintén: #? 4+ yr=6b és 3r4y=25;
o tey? =100 és y =6z — 123 (.v~—1)2—l—(y—2)‘3:25 és 4a-3y=35

542. A (2,3) és(3, 1) pontokon keresztiilmend egyenes metszi-e a koroket :
a2 -yt =49 €8 x2 -yt =647

543. A 3.2 -y ==2b egyenes az w2 4 y? = 6D kort két pontban metszi ;
mekkora a metszépontokat 9sszekotd hur és az ehhez tartozé kozépponti sz6g ?
Ugyszintén (r— 8 4y — 1= 4 és 2y —x—2=0.

544 Mi az » % y==3 egyenesnek az a2ty — 66y =3 kor
kozéppontjatol vald tavolsaga ?

545, [rjuk fel azon kor egyenletet, melynek sugara 2, centruma a pozitiv
X-tengelyen vaun § srinti a 3uw—4y =12 egyenest.

746, Keressik ama Kkor egyenletét, mely 2 pozitiv X-tengelyt €s a
4by-+3.0e=233 egyenest érinti s az (1, B) ponton athalad.

547. Valamely héromszoghen az oldalak egyenletei 3y—Dba—2=0,
gy —7o—1= 0, by+2.0+49=: 0. Hatérozzuk mega beirt kor egyenletét és
kozéppontjat.

548. Keressitk azt a kort, mely (—2,0) es (2, 0) pontokon stmegy e€s
az 83— 4dy+6=0 egyenest érintl.

Két kor. b49. Hatarozzuk meg ket kor metszését illetdleg azoknak
kolesonos fekvéseét :

w) wt—yr =15 és (r— 142 4y =133

by -yt ==2b és 4 — 100 4 g2 — 10y + 25 = 0;

¢) a2 4100 — 12 20 - 45 =0 es R 83/——12.l=+43:0;

Q) At —hy— 4o+ 7=0 &s ypp a2 — 12y 22— 63=0.

550. Hatarozzuk meg azon kor egyenletét, mely a (4, 3) ponton megy
at és az (r — 22 =1 kort kivilesl és az Y-tengelyt is érinti.

551, Mi azon kornek az egyenlete, mely e ket kort: & + ¥ = 6,
(r—Bpfyr=1 beliilrdl, (+ — 10) 4 = 4 kort pedig kiviilz6l érinti ?

552, Mi ama kornek egyenlete, mely e hirom kort kiviilrol érinti :

r— =1, o — P —4 &y (e—2ptE—8r=%

553, Hatarozzuk meg azt a kort, mely 0, 0,) s (2, 0) pontokon atha-

tadva a e —DBp—(—38F= 16 adott kort kivilrdl érinti.
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554 Mi azon kor egyenlete, mely «?--y?==#2 adott korrel ennek
{«,, ¥,) pontjaban érintkezik és (2, 0) adott ponton megy keresztiil ?

A kor érint6je és normalisa. 555. Hatarozzuk meg az adott kort (z, 7,)
pontban érintd egyenesnek az egyenletét, ha a} 22 - y2 =058, 2 — 7,5, =3;

b) at - y2 =250, 2, = 9,4, < 0; ¢) 28+ =25, x, =3, ?/1203 @) ( — 2)* +

(y — 82 =10, 7, =5,y, =4

556. Hatirozzuk meg azt a szoget, melyet «®-} y?=—=058 adott korben
a (7, 3) és (2, 7'34) pontjan keresztil huzott érinték egyméssal alkotnak.

557. Meghatdrozandék 2?4y 4-4x—2y==76 kirneky— — faol1
egyenessel parhuzamos érint6i és az érintési poniok koordinatai.

558. A kor egyenlete 2 -+y?=1r2, két pontjanak a koordinatdi (x, %)
és (z, y,); hatdrozzuk meg az utébbiakon keresztiil htizott érinték alkotta
szoget : mily értéket adjunk x, # és , y; koordinidtdknak, hogy a két érintd
parhuzamos legyen, és milyet, hogy merSlegesek legyenek egymésra?

559, Hatarozzuk meg az adott pontb6l adott k6rhoz hizott érinték érintési
pontjainak a koordinatait: @) 2 y2 =289 és (8, 15); &) 2+ y2—49 és
(20, 15); ¢ a*-y?=—169 és (16, 11); @) (zx— 124 (y—2)*= 12 és (0, 2);
¢) 2yt --6x—8y=21 és (0, O)

560. Adott korhoz (x,, ) pontbdl érintéket huzunk; mily nagy az
ezektdl bezart szog, ha; @) x? L y? =25 és x, = 2,5, =8; ) 2+t y2= 16 és
ry=8,yyy=1.¢) 224y —8x—6y49=0, és x,= 0,4, —=0.

561. Az 2?2 — 25 kiorhoz (2, — 8) pontbdl érint6ket huzvan, szimitsuk
ki az adott és az érintési pontok kozé esé hiromszog teriiletét.

562. Hatdrozzuk meg az 561. feladatban keresett érintkhez a normalisok
egyenleteit.

563. Adva vannak a kor egyenlete és az érinté érintéspontjdnak koor-
dindtai ; keressiik az érintési vonalakat. @) ®-}- 2 =169, (5, 12); &) 22 4-y2 —
— 14z —4y—5=0, (10, 9).

B) Az ellipszis.

Az ellipszis egyenlete. 564. irjuk fel az ellipszis egyenletét, ha:a) 2 a = 16
és 20 —=12; 0) a+0=27,c=9;

569, Az ellipszis két pontjanak koordinatai (1, b), (— 2, 4); mi az ellip-
szis kozépponti egyenlete ?

566. Szamitsuk ki az ellipszis tengelyeit, ha ¢=25, p == 6'5.

567. Keressiik az ellipszis paraméterét és excentricitdsat, ha az ellipszis
egyenlete : @) 16 22+ 25y2 —400; &) 9 x? 464> =36.

568. Keressiik a (8, 10) ellipszispont radius vectoraif, ha ¢ =13, 6 =12.

569. Mekkora szoget zarnak be @) a 18y 7x2-=126 ellipszis
2y =38,y, >0 pontjahoz huzott radius vectorok; &) a 9ax? - 25y?=295
ellipszis (2, 1-81) pontjdhoz huzottak ?

570. Mi azon ellipszis egyenlete, melynél az egyik pontjihoz tartozé
radius vectorok Gsszege kétszer akkora mint2¢?

Az ellipszis cstics-egyenlete. 571, Keressiik az ellipszis cstics-egyen-
letét, ha kis tengelye 14, paramétere 6.

A‘bel-Le’-.‘uyAPalikcit: Mértan IL rész. 16
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5792. Mi az ellipszis egyenlete, ha a kezdGpont a kis tengely végpont-
jaban van?

573. Valamely ellipszis cstcsegyenlete ismeretes; mi a kozépponti
sgyenlete, és mekkorik a tengelyek ? @) 2 =2px — ¢ 2%; B) 25yt =90 — 9z

9

Dy =% @ — g T

574. Valamely ellipszis kézéppontjinak a koordinatai (4, 7), tengelyei
Dq=—14 s 2b=8; mi az ellipszis egyenlete, ha a koordindlatengelyek
az ellipszis tengelyeivel parhuzamosak ?

Az ellipszis és az egyenes. B75. Ismeretes az ellipszis és egy egyenes
egyenlete; hatdrozzuk meg a metszdpontokat: a) 2512 4 42 =100, és

_1/::59:—|—7;7))7;x2+9y‘3:1ésy,:’)x+7;c)4x2+9y2:36és21/=5ix

Az ellipszis érintdje. b76. Hatarozzuk meg az érintd egyenletéf, ha
ismerjiik az ellipszis egyenletét 6s az érintési pontot: @) 2042 - 5x? =100 és
(2, 2); b) 9>+ 4r2=36 és (— 3,52 0); ¢ 20p° 92 =225 és (4, y < 0).

577. Hatdrozzuk meg azon két érintének a sz6gél, melyeket az ellipszis-
nek ugyanazon abscisszahoz tartoz6 két pontjdhoz szerkesztcttunk ; mikor lesz
ezen szog 900, és mikor 0°°? Hol meotszik egymast ?

578. Hatarozzuk meg az by 3z*= 15 ellipszis oly érintdjének az
egyenletét, mely parhuzamos a 4x — 3y -+ 2 =0 egyenessel.

579. Az ellipszis két gyujtopontjabol egy pont érintdjére bocsatott merd-
legesek szorzata allando szam.

580. A 9x2 - 252 =225 cllipszis nagy tengelye, mint atméré folé kort
szerkesztiink és a két gorhéhez (—7, 0) ponthdl érintoket. Mekkora sziget
alkotnak az érintok ?

581. Mily tavol van egyik gyujtépont a méasik gyujiéponton atmend para-
meéter végpontjaban htzott érinf6tol ?

582. Szamitsuk ki azt a szoget, mely alatt az 22+ 2y2=—2 ¢és
23 -+ (i +0)2 =98 két girbe egymas: metszi.

583, Mik lesznek o 9u? - 16y = 14k ellipszis és egyik (2, ¥y > 0) pont-
jahoz tartozd érintési vonalak ?

SzerKesztések. H84. Szerkessziink ellipszist, ha ismeretes egy gyujto-
pontja és egy atmeérdje.

585. Ellipszist kell szerkeszteni, ha ismeretes két pontja, nagy tenge-
lyének iranya és a két tengely szdmarinya a: o

586. Szerkessziink ellipszist, mely adott egyenest adott pontban érint,
ha ismereies még @) egy gyujtépont és a nagy tepgely irdnya, ) egy gyujto-
pont és a nagy tengely hossza.

587. Szerkessziink ellipszist, mely egy egyenest érint és melynek két
eyujtopontja ismerefes. (Az érint6 és a normdlis az excentricitist harmonikusan
osztjak.)

588. Szerkessziink ellipszist, mely adott egyenest adott pontban érint.
ha ismereles a nagy tengely hossza és fekvése. (A nagy tengely mint atmérd
f5lé szerkessziink kort.)

5B9. Szerkessziink ellipszist, ha ismeretes egyik gyujtopontja, két érintdje
és az egyik érintd pont. (A gyujtopont ellenpontjaval fejthetté meg.)
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O) A hiperbola.

A hiperbola egyenlete. 590. Valamely hiperbola tengelyei ismeretesek ;
mi lesz az egyenlete ? @) 20 =16, 26 =14; b) a=—5,b=—28; ¢) 2a=4, 2b—4.

591. Ismeretes a hiperbola egyenlete; mekkordk a tengelyei, az excen-
tricitasa és a paramétere? @) 25a? — 86y ==900; &) 2* —y* =%

592. Milven fckvést a hiperbola, ha egyenlete: @%* — (Rl ==

593. Keressiik a hiperbola egyenletét, ha @) az excentricitdsa 2¢ =26 és
mélléktengelye 26=24; &) az excentricitisa haromszor akkora, mint a féten-
gelye; ¢) 2¢—10 és a paraméter 2p == 8.

594. Hatarozzuk meg oly hiperbola egyenletét, melynek ) egyik pontja:a
(10, 25) pont és fétengelye 2a = 8 ; &) két pontjanak a koordinatai (5, 3) és (8,—10).

595. Hatirozzuk meg a 202% — 942 == 180 hiperbola (5, ¥ 2> 0) pontjabol
kiindul6é radius vectorokat.

596. Bizonyitsuk be, hogy egy egyenldoldald hiperbola barmely pont-
janak az ordinAtija mértani kozép aranyos talpponijinak a két csucstol vald
tavolsaga kozt.

A hiperbola és az egyenes. 597. Keressiik a hiperbola és egy egyenes
kozos pontjainak a koordindtdit: @) 16a? —by?==80 és y =4de-1; b
G2 — 4ot =86 és y==22+2; ¢) 9P —4a2=236 és y=2x—8, y=u —3;
d) x? —4y?=14 és y —2x — 3==0.

= 3 2 =il

598. Mily aranyban 4ll az (é) = (%) == 1 hiperbola az y = —} veg.
-5 és y=1V29. r —b egyenesekkel ?

599. Mekkora szoget zérnak be a hiperbola asszimptotdi, ha ismerefes a
hiperbola egyenlete ? «) 9r? — 4y2 == 363 §) »? — By* == 12;¢) 402 — By2 =100
d) €t — 3/2 ==y

600. Hatdrozzuk meg a hiperbola egyik gyujiépontjabol az asszimptotakra
bocsatott mertlegesek hosszat.

601. Bizonyitsuk be, hogy ha ellipszist vagy hiperbolat egy koncentrikus
korrel metsziink, az dtmetszési pontok oly derékszogii neégyszog szbgpontjai,
melynek oldalai parhuzamosak a tengelyekkel.

+ A hiperbola érintéje és normalisa. 602. Adva van a hiperbola egyen-
lete és egy pontja; hatdrozzuk meg a ponthoz szerkesztett érinté és mormalis
egyenletét: @) 1622 —4dy? =144 és (4,4 >0); b) Bhrr — 20y2 = 1600 ¢és
13,4 > 0).

603. Az 922 — 10052 =900 hiperbola mely pontjahoz tartozé érinték
hajlanak az X-tengelyhez 60°-nyi szog alatt? Mi a poat, ha a hiperbola egyen-
lete 9a% — 25y% — 225 és a szog 4507

604. Hatdrozzuk meg a 16a2 — 9y2==144 hiperbola oly érint6jének az
egyenletét, mely az y = 4x — 3 egyenessel parhuzamos.

605. Egy ellipszis egyenlete 9y2 4 26y2 = 225, egy hiperbolié 9 — 7y
= 63. Mekkora szoget zérnak be a metszési pontjaikban huzott érintbk ?

606. Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola két gyujtépontjabél valamely
érintére bocsatott merslegesek szorzata allandd.

607. Keressilk a 9+% — 742 — 63 hiperbola (4, ¥ > 0) ponljéahoz tartozo
érinté vonalakaf.

16*
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608. Mely hiperbola pontra nézve egyenlé a subtangens a subnormélissal ?

A hiperbola cstics- és sarkegyenlete. 609. Valamely hiperbolara nézve
@=04, b=03; mi a csticsegyenlete ? Mi a sarkegyenlete ?

610. Keressilk az egyenld oldaléi hiperbola csucsegyenletét.

611. A hiperbola csticsegyenlete: yzz—‘gx—l—% 2?; mi a kozépponli
egyenlete ?

612. Mi a hiperbolanak az egyenlete, ha a kezd6pont (—2, 8yban van
6s ha e=4, b==4°? (A koordinitik tengelyei parhuzamosak az elébbiekkel.)

Szerkesztések. 613. Szerkesszlink hiperbolat, ha ismeretesek @) a csucsai
és egy pontja, b) két csiicsa és egy érintdje.

614. Szerkessziik a hiperbolat, ha adva vannak az asszimptotdk és a
hiperbola egy pontja.

615. Szerkessziink hiperbolat, mely egy adott egyenest adott pontban
érint, ha adva van egy gyujtépont és a fétengely irdnya.

616. Szerkessziink hiperboldt, mely adott egyenest érint, ha ismeretes
a két gyujtopont. (Az érintd és a normalis harmonikusan osztjak az excentricitast.)

D) A parabola.
A parabola egyenlete. 617. Milyen paraboldt jelent: y?=——8x;
y“‘:—~%w; pr=—dyjat=—6y?

618. A parabola két pontja: (5, 6:24) és (3, 3'3); mi a parabola egyen-
lete és mekkora a paraméter ?

619. Az y? == 4« parabola egyik pontjénak abscisszdja 7. Mi az egyenlete
és mi a hossza az ezen ponthoz tartozd radius vectornak ?

620. Hatirozzuk meg az =8 parabolinak (2, y >0) és (18, < 0)
pontjain Atmendé metszének az egyenletét.

621. Mi a parabola egyenlete, ha @) a kezd6pont a gyujtépontban van,
b) ha a gyujtépont a vezérvonalban van ?

622. Mi a parabola egyenlete, ha cstesanak koordinatai (7—5), para-
métere 8, tengelye pedig parhuzamos az X-tengellyel ?

A parabola és az egyenes. 623. Hatarozzuk meg a parabola és egy
sgyenes kOzos pontjainak a koordinatdit: @) 2 =9z és Ty—8x—30=0;

B p=3x éshy—x—12=0; ) =112 &s %+%+1:0;d)y2:16m

és 2o —y——2.

624. BEgy parabola egyenlete: y*= 18 z, egy pontnak koordinatai (4 3);
hatarozzuk meg a ponttol felezett hir egyenletét.

A parabola érintdje és mormalisa. 625. Mi az adott parabola adott
pontjaban szerkesztett érintének és normélisnak az egyenlete ? @) y2="5Hw és
(20, 10); b) y2==8ux és (b, y > 0).

626. Az y3= 15 = parabola valamely érintdje a tengellyel 45%-u szoget
z&r be; mekkordk az érintési pont koordinatai ?

627. Hatarozzuk meg azon érintk egyenletét, melyeknél az érintési
pont abscisszéja 2p ; mekkora szoget zarnak be, és bol metszik az X-tengelyt?

698. Hatérozzuk meg y?==10 x parabola azon érintéiének az egyenletét,
mely == 3z —1 egyeneshez pirhuzamos. Melyek az érintési pont koordinétai ?
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629. Bizonyitsuk be, hogy két parabola-érinid altal bezart szdg akkora,
mint azan két szog Osszege, melyeket az érintési pontokhoz hiizott radius
vectorok az érintékkel alkotnak.

630. Bebizonyitand6, hogy a vezérvonal barmely pontjabol a parabold-
hoz huzott két érinté deréksziget fog be.

631. Ha a parabola gyujtépontjan at hart vonunk, az ennek metsz6-
pontjaihoz tartozé érintdk a vezérvonalban taldlkoznak.

632. Bizonyitsuk be, hogy a parabola vezérvonaldnak minden pontja
egy-egy érint6re nézve a gyljlopont ellenpontja.

633. Mily szég alatt melszik egymast 22 y2 =20 ¢és y*=8 = gbrhék ?

634. Hatarozzuk meg az y?==4 x parabola y, — 4 ordin&taval bir6é pont-
jéhoz tartozé érintési vonalakat.

635. Egy parabola-érintd az X-tengelyhez oly szdget alkot, melyre nézve
gy 3 =2 V3. Hatirozzuk meg az érinté egyenletét, a subtangenst és a subnormalist.

636. A parabola két ponijahoz tartozé subtangensek szorzata a fél
paraméter négyzetével egyenld, ha az ezen pontokhoz tartozé érinték egymasra
merdlegesek.

Szerkesztések, 637. Szerkesszilk a parabolat, ha ismeretes két pontja
és a) a tengely irdnya, &) a gyujtépont, ¢) az irdnyvonal.

638. Hatarozzuk meg a parabola gyujtépontjat, ha ismeretes a parabola
két pontja és a vezérvonal.

639. Ismeretes  a parabola és egy érintd, keressik az érintési pontot.

640. Hatérozzuk meg a paraboldt, ha adva van: a) a gyuajtépontja, egy
érintBje és az érintési pont; &) a gytjtopont és két érintd.

Az altaldnos masodfoku egyenlet. 641. Mit jelentenek a kivetkezd
egyenletek. Vezessik vissza azokat legegyszeriibb alakjukra:

a) britdoytyr—br—2y—19=3;r—4 wy a4 2y 12 2413=0;

o) g2 —2ay 1023 —187==0; y* + @+ 6y — 8 =0.

D b hay—b a2y —10a+9=0; Tr + L =0;1—2wy—by—2w—~6=0.

¢) bt fdwy4y—br—2y—10=0; y—2wytrr46y+8r41=0;
x i yk

w243y —1=0; b—i— —{——‘é—;— ==l
Yyp—bat —hzy+2y-+8r—3=0;y —pay—2ytar=0;y"—2ry+
+ a2 — 4=0.
¢ yib bt — byt 6y—160+18=0;y* —8 a2 —dwydr—2y + 4=0;
fuyr—2aytat4-6y— 60411 =10

$42. Mit jelent a misodfoku egyenlet, ha =0, vagy ha =0, és mit,
ha egyszersmind £=—=07?

643. Hatérozzuk meg a fenti egyenletek 4ltal adott gdrhék atmetszési
pontjait a koordinita tengelyekkel.

644. Hatérozzuk meg a kovetkezd vonalak kozéppontjat és alakitsuk 4t
az egyenleteket tigy, hogy a kezd&pont a kozéppontban legyen : x* +2xy—y?
+ 8z —8=0; 31:2+4xy—l—y‘3-—5;v-6.7/—~3:0;2x2—x3/+2y+3x:0.

Az ellipszis Atmérdi. 645. Keressik az ellipszis azon atmérsjének egyen-
letét, mely az ellipszis (', ') pontjan atmend atmérének a tarsdtmérdje.
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646. Az ellipszis cgyik atmérsjének egyenleley —a & ; keressilik azon
pont koordinatait, melyben a tarsatmérd az ellipszist metszl.

647. Mily hosszu azon dtmérd, mely az ellipszis nagy tengelyével 20° 36"-nyi
szoget alkot, ha az ellipszis tengelyei 7 és 4?

648. Bizonyitsuk be, hogy az érintési ponthoz huzotl 4tmérs egyszers-
mind &tméré az érinthdz parhuzamosan men6 hurokhoz.

649. Tsmerjitk az ellipszist és egy érintojet ; keressiik az érintési pontot.

650. Adva van az ellipszis; keressiik a kozéppontjat.

A hiperbola atmérdi. 651. Hatérozzuk meg a hiperbola (@', %) pontjan
keresztill hiizott atmérShez tartozd tarsatmérd végpontjanak koordinAtait.

652. Adva van a hiperbola, keressiik a kozépponijat és gyajtopontjait.

A parabola atmérdi. 653. A parabola azon atmérdje, mely az érintési
ponton megy at, felezi az érint8hoz parhuzamosan hizott harokat.

654. Ismeretes a parabola, keressitk a gyajtopontot és a vezérvonalat.

655. A parabolan beliil esd ponton keresztil szerkessziink oly hurt,
melyet eme pont felez.

656. Szerkessziink adott parabola csticsabol oly hurt, melyet egy adott
atmérs felez.

Az ellipszis teriilete. 657. Keressiik a 9y2 -+ 4x? = 36 ellipszis teriiletét.

658. Mi az ellipszis teriilete, ha 20 —=20,e=467 -

659. Mekkora a 1ly2 - bx?==55 ellipszis kozéppontjin at a nagytengely-
lyel 4b° és 30° szoget bezard szeloktsl meghatarozott szeklor teriilete?

A parabola teriilete. 660. Mi a ferilete azon parabolaszegmentumnak,
amit a paraméter az y*=: 120 parabolabdl elmelsz i

661. Hatirozzuk meg az y2==4r parabola £ =16 abscissziju
pontjanak koordinAtai és a parabola ive kozé esd leriiletet.

662. Hay?=2 a parabola egyenlete, y, =7, %= 9 két pontjinak abscisszai,
mekkora a két pontot 0sszekoté hir s a megfeleld parabola fv kozt fekvé tertilet ?

663. A parabola csicsabol 500-nyi szog alatt hir indul ki. Mily nagy az
attol leszelt szegmentum tertilete, ha a parabola egyenlete yr=12x?

664. A parabola-szegmentum ¢ teriiletéh8l és a tengelyre merélegesen
4116 hur abscisszajabol meghatirozand6 a hur.

665. Milyen teriiletet vig el az By=-2x-1-8 egyenes az y2==4x parabolabol?

Mértani helyek. €66. Hatarozzuk meg oly pontoknak mértani helyét,
melyek két adott pontidl egyenld tavolsagban vannak.

667. Mi az egyenld alapu és magassagl haromszogek szogpontjainak
mértani helye?

668. Keressiik azon pontok meértani helyét, melyeknek két adott ponttél
valé tavolsagaik négyzetének a) killonbsége, b) Osszege 4llando szam: a.

669. Mi azon pontok mértani helye, melyeknek két adott ponitél vald
tavolsagainak arinya m:#?

670. Mi oly haromszigek szogpontjainak mértani helye, melyekben az
alap kozos s az stellenes szog is egyenld ?
: 671. Mi azon pontok mértani helye, melyekbdl két egy egyeneshen
fekvo tavolsag ugyanazon szog alatt latszik ? (A két thvolség végpontjainak
koordindtai vannak adva.)
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672. Mi azon pontok mértani helye, melyekre nézve, ha egy adott
ponthoz egyenest és egy adott Lkorhoz érintdt htizunk, a) e két tavolsdg
ardnya m:n; b) e két tavolsag négyzetének Osszege allando (@)?

673. Mi azon pontoknak mértani helye, amelyekbdl hdrom, egy egyenes-
ben fekvé pont egyenld szog alatt latszik ?

674, Keressiik oly haromszdgek szogpontjanak mértani helyét, melyeknek
alapja ugyanaz (2c), és a mésik két oldal 6sszege vagy kiilonbsége is dllandd (2a).

675. Mi azon kérok kozéppontjanak mértani helye, melyek adott ponton
dtmenvén, adott egyenest érintenek ? '

676. Mi azon haromszogek stlypontjainak mérfani helye, melyek egy
ellipszis (v. hiperbola) nagy (f6) tengelyén Allanak  és melyeknek az alappal
ilellenes szOgpontjaik ellipszis (v. hiperbola) keriilstében vannak ?

677, Mia kozos alapon 4116 haromszigek szigpontjainak mértani helye;
melyekben az alapon fekvi szbgek egyike kefszerese a masiknak ?

¢78. Mi azon pontoknak mértani helye, melyek tavolsdgainak az arduya
ey adott egyenestil és epy adott pontlol mzu? Mi akkor, ha st >, ha
n < N, bg M =un7

(79, Mi azon haromszogek magassag pontjainak mérlani helye, melyeknek
alapja az ellipszis 8l nagytengelye, @s alellenes szibgpontjal az ellipszis
kerlilelében vannak?

(80, Mi azon haromszigek siilypontiainak a mértani helye, melyek ugyan-
azon alapiak 65 melyekben a wisik ket oldal «) negyzetének osszege,
) négyzetének killnbsége allandi? (Az alap legyen az X-tengely, a kezddpont
legyen az alap felezd pontja. A stlypont koordinatiira nézve |. a 473, feladatol.)

881. Ha az y*=2pw parabola valamely radiis vectorit sajit hosszi-
sigdval megtoldjuk, mi lesz a meghasszabbifotl rading vector véepontjinak
mértani helye ?

682, Valamely (—4,7) ponthdl kiindulé egyenes a koordindta-tenge-
Iyeket akképen metszi, hogy a lengelyek kizé esi régzének a felezd pontja M
mily girbe vonalban mozog Mpont; hd az egyeues a {(— 4.7) pont kiiriil forog ?

(83, Mily gzorbébe esnek azon kintk kizéppontini, melvek valamely
félkirt s az ehhez tartozd Atmérdl érintik?

534, Valamely pontra két allanddé erd hal (2 és P A p oa timadas
ponija koriil forog. Mi az eredd végpontjnak mértani helye ¥ (Az Xefengely a
P iranva, a kezdépont o tamadis pontja)

Vegyes feladatok. 635, [Hirom pont koordingtay (0, 0), (10, 10), (9, 3).
Az ¢ harom ponton kereszbil mend kor fokire exy giimbnelk, Mekkora ezen
ghmbhie frt kocka [elszine és kitbtartalma ¢

686, Fgy kor és egy egyenes cayenlete: s — 10w — 03, y=—4c—7-
A metszipontoliban szerkesszink erintokel a kiiphz @8 hatirozzuk meg az
erintok allal alkotolt szogel

87. Harom pont koordmitai (1, 1 (L 05 L, 20 mekkora az ezen harom
ponton dtment kir teriilete ¢s mekkordk azon kiiGk sugarai, melyeket e
pontokbol, mint kiizépponlokbol, egymaislt érintoen szerkesaliiuk?

(84, Az y* = 16 parpholiv csiiesin o vonn! al, melynek kézéppontia.,
az N-tengelyen van €5 sugara - =6 A Rol melszopontban mindkel grbéher
srintoket hizunk. Mekkora az érintdk altal Liatiroll negyszig tertilete ?

e
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639. Egy egyenl8oldali haromszog oldala $; szerkesszlink e hiromszog
koriil parabolat Gigy, hogy a parabola csiicsa a haromszog egyik szogpontjaval,
tengelye a haromszog magassagaval essék 6ssze. Mily nagy a csticsban taldlkoz6
oldalak altal levagott két parabola-szegmentum teriiletének Gsszege ?

690. Az y*==12 = parabola gyujtépontjén 4t hurt vonunk, mely az X-ten-
gellyel 60° szoget alkot. A hiir végpontjaiban érintéket huzunk. Mekkordk ezen
érint6k és a hur altal alkotott hiromszdg teriilete, oldalai és szogei ?

691. Az 22 + 4y? — 16 ellipszis kézéppontjabél az y = +4 egyenesre
merdlegest hizunk. A merdleges felezd pontjan -4t az adott egyenessel par-
huzamos hurt vonunk. Mekkora e hur ?

692. Valamely ellipszis egyenlete 1622 - 2552 = 400. Az X-tengely pozitiv
oldalan fekvé gytjtéponton 4athaladé hir az X-tengellyel 45° szdget alkot.
Szamitsuk ki azon hiromszog teriiletét, melynek alapja ezen hir és melynek
szogpontjai az ellipszis cstcsai.

693. Bgy kor és egy ellipszis kozos kozépponttak és egyenld
teriiletiiek. Az ellipszis kis tengelye 26==4, két pontjanak koordinatii (2, V 2)
(—2, V2). Mi lesz az ellipszis és kor egyenlete és teriilete ?

694. Valamely hiperbolit egy vele koncentrikus kor gy metsz, hogy a
metszési pontok aflal hatdrolt derékszogli négyszog terilete annyi, mint a
hiperbola két tengilye altal meghatirozott négyszdg négyszerese. Mekkora a
kor sugara és mily hosszuak a négyszog 4tloi és milyenek ezek egyenletei,
ha a=—=4, 6=—=38°%

695. Az y®=8x parabola gyujtépontjdn &t hart vonunk, mely a ten-
gellyel 60%-nyi szdget zar be. Hatirozzuk meg a hir egyenletét, metszés pont-
jait nem kiilénben a hur végpontjaihoz huzott érinték szdgét.

696. Az x? |- y2 =25 kor és az y gyt egyenes metszik egymast;
2

keressiik azon egyenes kip felszinét és kobtartalmat, melynek alapsugara e
hir, és melynek magassiga a hur tavolsiga a kozépponttol.

697. Egy haromszog szogpontjainak koordinatéi (2, 2'5), (4'5, 5). (6, 1'5),
A haromszog sikjaban egy negyedik pontban, melynek koordindtai (1, 3'2),
egy 6'5 hosszegységnyi merdlegest emelliink, melynek végpontjat a haromszog
szogpontjaival osszekotjik. Mekkora a keletkezett gila felszine és kobtartalma ?

698. Valamely ellipszis féltengelyei e =>5cm. és =3 cm. Ezen ellip-
szisbe rajzoljunk egy derékszogi négyszoget, mely egyenld teriletli azon
négyzettel, mely egy az ellipszissel egyenlé teriiletli korbe irhaté. Milyen fek-
vésiiek a derékszogit négyszig szogpontjal az ellipszistengelyre vonatkozdlag ?

699. Valamely ellipszis kozéppontja a rendszer kezdépontja, kis tengelye
9b =4, két pontjinak koordinatai (2, V2» (=2 V2). Mi lesz az ellipszis
egyenlete és mi lesz azon egyenes kip kobtartalma, melynek alapja ezen
ellipszissel egyenld teriiletti kor és melynek magassiga a két adott pontot
Osszekotd egyenes ? i

700. Egy gdmbszegmentum alapkorének az egyenlete: .+*4-y? — 5z — By |-
0’5 =0. Mekkora a szegmentum felszine és kobtartalma, ha a gémb sugara az
elobbi kir kozéppontjinak az abscisszaja, és mekkora azon szabdlyos oktaed-
ronnak az éle, melynek kobtartalma akkora, mint a gombszegmenium ?




